
АЛГОРИТМЫ БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ ДЛЯ 
НЕТРАДИЦИОННОГО ЧИСЛА ТОЧЕК 
Просеков О. В. 
ФГУП “ЦНИИ “Морфизприбор”, Санкт-Петербург, Россия 
 
FAST FOURIER TRANSFORMATION ALGORITHMS FOR 
NONTRADITIONAL NUMBER OF POINTS 
Prosekov O. V. 
The Central Research Institute "Morphyspribor", St. Petersburg, Russia 
 

Предлагаются алгоритмы быстрого преобразования Фурье (БПФ) для числа точек, не равного сте-
пени двух. Выполнено сравнение с алгоритмом БПФ по основанию два по числу операций, необходи-
мых для реализации процедуры формирования характеристик направленности методом быстрой 
свертки. 

 
Algorithms of fast Fourier transformation (FFT) are proposed for a number of points not equal to degree 
two. Comparison with FFT algorithm to base two is provided for a number of operations, which are neces-
sary for realization of procedure of beam forming by fast convolution method. 

 
В ряде гидроакустических приложений возникает необходимость в вычислении 

дискретных преобразований Фурье (ДПФ), сверток и корреляций различных последо-
вательностей данных. Например, процедура формирования характеристик направлен-
ности (ФХН) для круглых антенных решеток реализуется методом циклической сверт-
ки [1]. Традиционно для реализации этих преобразований используется алгоритм БПФ 
Кули и Тьюки [2] по основанию два (число точек равно степени двух). Связанные с 
этим ограничения на выбор вариантов длин ДПФ может приводить к неоправданному 
росту числа арифметических операций. С другой стороны, сложившийся к настоящему 
времени подход к аппаратной реализации параллельных вычислений делает предпочти-
тельным использование векторных операций в противовес классической операции «ба-
бочка» БПФ. С математической точки зрения одним из вариантов аппарата, основы-
вающегося на применении параллельных векторных операций, является аппарат кроне-
керова (тензорного) произведения матриц [3]. 

В настоящей работе предлагаются алгоритмы БПФ последовательностей данных не-
традиционных длин (не равной степени двух). Алгоритмы представлены в матричной 
форме, что позволяет адаптировать алгоритм для различных вычислительных средств. 

Дискретное преобразование Фурье определяется [4] формулой 
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Формулу (1) можно представить в матричном виде 
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где [ , ] k j

NF k j Nω−=  – матрица ДПФ, а  – порядок матрицы ДПФ. N
Быстрое преобразование Фурье основано на факторизации матрицы ДПФ на со-

множители специальной структуры. Такая факторизация определяется не единствен-
ным образом и зависит от способа разложения порядка ДПФ на множители. 

Запишем основной вариант алгоритма БПФ в общем виде, когда порядок матрицы 
Фурье является произведением  натуральных чисел, отличных от единицы, т. е. s

1 sN n n= ⋅ ⋅… . Обозначим ; 1 1∆ = 1 1n nν ν −∆ = ⋅ ⋅…  при 2, , 1sν = +… ; 1N Nν += ∆ν . Оче-
видно, что ,  и 0N N= 1sN = 1 sN n nν ν += ⋅ ⋅…  при 1, , 1sν = −… . Тогда [3] 
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где символ  обозначает кронекерово произведение матриц, ⊗ nI  – единичная матрица 

порядка , n ( )n
mnL  – матрица перестановок и ( )m

mnT  – диагональная матрица вращений. Они 
определяются следующим образом: 
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Здесь i i , . В частности, нетрудно заметить, что , 0,1, , 1m′ = −… , 0,1, , 1j j n′ = −…
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По определению, матрице ( )m
mnT  соответствует ( )1mn m n− − +  комплексных умножений. 

Тогда число действительных арифметических операций в алгоритме БПФ (3) равно 
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где  – число действительных арифметических операций в алгоритме БПФ мало-

го порядка 

( nO F
ν

nν . В случае традиционного алгоритма БПФ по основанию два ( 2sN = , 
, 12νν

−∆ = 2N N ν
ν = ) число действительных арифметических операций равно 

. ( )25 log 6 1N N N− −
Рассмотрим случай, когда порядок матрицы Фурье является произведением  нату-

ральных попарно взаимно простых чисел. Этот вариант алгоритма БПФ называется ал-
горитмом простых множителей (АПМ). Факторизация матрицы ДПФ в этом случае вы-
глядит следующим образом: 
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где ( )n
mnQ  и ( )m

mnP  – матрицы перестановок, которые определяются по формулам 
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Здесь , i m , 0,1, , 1k mn= −… 0,1, , 1= −… 0,1, , 1j n= −… ; 
m

k  – остаток от деления чисел 
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Число действительных арифметических операций в АПМ равно 
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Как видно из последней формулы, АПМ по числу арифметических операций эффек-
тивней алгоритма БПФ (3). Однако прежде, чем пользоваться формулами (3) и (4), не-



обходимо иметь достаточно большой набор эффективных алгоритмов БПФ малых по-
рядков nν . Одними из таких алгоритмов являются малые алгоритмы Винограда [5].  

Факторизация Винограда основана на приведении матрицы ДПФ к виду 
 n n m m m nF C B A

ν ν ν ν ν ν× ×= . (5) 
Здесь mB

ν
 – диагональная матрица умножения, m nA

ν ν×  и n mC
ν ν×  – прямоугольные матри-

цы, соответствующие предсложениям и постсложениям в алгоритме БПФ, элементы 
которых равны 0, 1 или . Факторизация (5) имеет целью минимизировать число ум-
ножений. Чтобы минимизировать число сложений, нужно факторизовать матрицы 

1−

m nA
ν ν×  и n mC

ν ν×  [6], т. е. перейти к разложению 
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Сомножители в (6) ( )pA  и  ( )qC ( )0,1, , , 0,1, ,p p q qν ν= =… …  обладают следующими 
свойствами: их элементы по-прежнему равны 0, 1 или 1− , но в каждой строке этих со-
множителей содержится минимум отличных от нуля элементов.  

Факторизация (6) определяется не единственным образом. В работе [6] и [7] указа-
ны простые соображения, позволяющие получить в результате факторизацию более 
глубокую, чем обычно, за счет более полного учета симметрии в матрице ДПФ. Мат-
рицы ( )p
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 в основном симметричные и обладают регулярной структурой. Мат-
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уменьшение порядка диагональной матрицы mB
ν

. 
В таблице 1 приведены арифметические характеристики алгоритмов БПФ малых 

порядков. Более подробную информацию можно найти в [8]. 
 

Таблица 1. Алгоритмы БПФ малых порядков 
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ν ν×  ( )( )0

n mO C
ν ν×  ( ) ( )( ),p q

n nO A C
ν ν
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2 2 – – – 4 4 

3 3 4 – – ( ) ( )4 2 2 4 12+ + + =  16 

4 4 – – – ( ) ( )4 4 4 4 16+ + + =  16 

5 6 10 2 4 ( ) ( )8 4 2 2 4 8 28+ + + + + =  44 

6 6 8 – – ( ) ( )8 12 4 4 8 36+ + + + =  44 

7 9 16 4 8 ( ) ( )12 16 2 2 16 12 60+ + + + + =  88 

8 8 4 – – ( ) ( )12 12 4 12 12 52+ + + + =  56 

9 12 20 4 14 ( ) ( )16 16 2 16 16 66+ + + + =  104 

9* 11 20 4 8 ( ) ( )16 16 2 8 16 16 64+ + + + + =  106 

10 12 20 4 8 ( ) ( )16 20 8 4 4 8 16 76+ + + + + + =  108 

12 12 16 – – ( ) ( )20 20 8 8 20 20 96+ + + + + =  112 

16 18 20 4 8 ( ) ( )28 28 12 12 28 28 136+ + + + + = 168 
 



Алгоритм АПМ (4) можно улучшить, используя разложение (6). Пусть 
1 sM m= ⋅ ⋅… m . Обозначим ; 1 1Λ = 1 1m mν ν −Λ = ⋅ ⋅…  при 2, , 1sν = +… ; 1M Mν ν += Λ . 

Очевидно, что 0M M= ,  и 1sM = 1 sM m mν ν += ⋅ ⋅…  при 1, , 1sν = −… . Тогда 
 N N M M M NF C B A× ×= . (7) 
Диагональная матрица умножений в (7) определяется по формуле 
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Матрица предсложений в (7) определяется по формуле 
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Матрица постсложений в (7) определяется по формуле 
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Число действительных арифметических операций в новом АПМ равно 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 0

11

2 2 ,
s s

p q
N m n n m nO F M m O B O A C M O A N O C

ν ν ν ν ν νν ν ν
νν

× ×
==

= − − + + ∆ + Λ∑∏ n mνν ν , 

где 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 1
,

p qp qs n C np q
n n

p q

O A O C
O A C N

n n

ν ν
ν ν

ν ν
ν ν ν= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ . 

Число операций в алгоритме БПФ (7) значительно меньше, чем в (4), поэтому при 
разработке эффективного алгоритма БПФ следует пользоваться сначала формулой (7), 
затем формулами (3) и (4). 

Как, отмечалось выше, одним из приложений алгоритмов БПФ является реализация 
процедуры ФХН для круглых антенных решеток методом циклической свертки [1]. За-
пишем алгоритм быстрой свертки через алгоритм БПФ. 

Дискретная циклическая свертка порядка  определяется [4] по формуле N
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Воспользуемся теоремой о свертке и представлением ДПФ в матричном виде (2): 
 ( )1 diag ,N Ny F H F x H F h−= N= . (8) 

Обратное ДПФ можно представить в виде ( ) ( )1 1 1
N N N NF N S F N F S− − −= = N , где  – мат-

рица перестановок следующего вида: 
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Здесь . Тогда формула (8) принимает вид , 0,1, ,i i N′ = … 1−
 ( ) 1diag ,N N N Ny F S H F x H N F h−= = .  
Способы факторизации матрицы ДПФ  были приведены выше. Так как вектор  
обычно фиксирован, то вектор 

NF h
H  можно вычислить заранее. Таким образом, число 

действительных арифметических операций в алгоритме свертки равно 
( ) ( )2 6NO N O F N= + . 



В частности, для алгоритма по основанию два число действительных арифметических 
операций равно . ( )210 log 6 2N N N− −

На рис. 1 приведены графики зависимости числа действительных арифметических 
операций алгоритма быстрой свертки по основанию два и алгоритма быстрой свертки 
нетрадиционной длины от длины свертки. Как видно из графиков, алгоритм быстрой 
свертки нетрадиционной длины оказывается эффективней традиционного алгоритма в 
среднем в 1,4 раза. 
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Рис.1. Вычислительная эффективность алгоритмов быстрой свёртки. 
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