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Разработана математическая модель тепловых процессов, протекающих в ро-
торе шарового асинхронного двигателя под воздействием внутренних источни-
ков тепла. Предложена аналитическая модель процесса, позволяющая решать
задачи определения предельных тепловых режимов двигателя и хорошо приспо-
собленная для поисковых процедур задач оптимизации конструкции.
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потенциал.

Мощность и развиваемый момент высокочастотных шаровых асинхрон-
ных электродвигателей (ШАД) с разомкнутым магнитопроводом статора и
полым шаровым ферромагнитным ротором ограничиваются прежде всего до-
пустимой величиной нагрева их активных частей. Температурный режим ро-
тора, в свою очередь, ограничивается допустимым значением его темпера-
турной деформации.

Основным источником тепловыделения в сплошном материале шарово-
го ротора являются вихревые токи, вектор плотности которых определяется
законом Ома

~Jp = σp ~Ep,

где ~Ep — вектор напряженности электрической составляющей электромагнит-
ного поля в p-среде материала ротора; σp — удельная электропроводность ма-
териала ротора. Вектор электрической напряженности определяется зависи-
мостью [1]

~Ep = −jω ~Ap,

где ω— угловая частота поля; ~Ap — вектор потенциала магнитного поля.
Для упрощения задачи рассмотрим поле, создаваемое элементом магнит-

ной системы — круговым бесконечно тонким витком с гармоническим током
и шаровым ферромагнитным ротором. Для перехода к реальной электромаг-
нитной системе ШАД необходимо дополнительно воспользоваться методом
суперпозиции полей, создаваемых системой витков, а также алгоритмом ма-
тематического конструирования магнитного поля ШАД.

В рамках принятой к исследованию элементарной электромагнитной си-
стемы

~Ap = ~lϕApϕ, Apϕ = ReApϕ + jImApϕ,
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где ReApϕ = |Apϕ| cos(ωt + ψ), ImApϕ = |Apϕ| sin(ωt + ψ), соответственно,
действительная и мнимая части функции комплексного переменного.

Интенсивность источников тепловыделения, т. е. плотность потерь мощ-
ности, возникающих при протекании вихревых токов в роторе, определяется
зависимостью

q =
1

2
σpω

2(Re ~Ap)
2. (1)

Известно [2, 3], что задача стационарной теплопроводности сводится к ре-
шению дифференциального уравнения Пуассона:

∆T = −qλ−1
p , (2)

где T — температурное поле; λp — коэффициент теплопроводности материала
ротора; ∆ — оператор Лапласа.

Лапласиан скалярной функции в сферической системе координат при на-
личии вращательной симметрии имеет вид

∆T =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂T

∂r

)
+

1

r2 sin ν

∂

∂ν

(
sin ν

∂T

∂ν

)
. (3)

Общим решением неоднородного дифференциального уравнения (2) яв-
ляется сумма общего решения однородного уравнения Лапласа

∆T = 0 (4)

и частного решения исходного неоднородного уравнения [4]. В данном случае
удобно решать однородное уравнение (4) методом разделения переменных
Фурье [4]:

T = R(r) · Θ(ν), (5)

преобразующим уравнение (4) в частных производных в систему двух обык-
новенных дифференциальных уравнений второго порядка

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
− p2

r2
R = 0, (6)

d2Θ

dν2
+ ctg ν

dΘ

dν
+ p2Θ = 0, (7)

которые имеют частные решения [5]:

R(r) =
√
r

(
l · r

q

p2+ 1
4 + d · r−

q

p2+ 1
4

)
, (8)

Θ(ν) = cPn(cos ν) + bQn(cos ν), (9)

где Pn(cos ν) и Qn(cos ν) — полиномы Лежандра первого и второго рода; l, d,
c, b— произвольные действительные постоянные. Решение (9) требует выпол-
нения зависимости p2 = n(n+ 1), где n ∈ {0} ∪ N.

Так как температурное поле во всем пространстве электромагнитной си-
стемы должно быть конечным, то необходимо потребовать выполнение ра-
венства b = 0.
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Таким образом, общее решение однородного уравнения (4) имеет вид

T ′′ =
∞∑

n=0

(lnr
n + dnr

−n−1)Pn(cos ν), (10)

где ln и dn — коэффициенты ряда, значения которых находятся в результате
решения краевой задачи.

В качестве частного решения уравнения (2) принимается выражение для
скалярного теплового потенциала в виде [2]:

T ′ =
1

λp

∫ ν′=π

ν′=0

∫ r′=rp;p+1

r′=rp−1;p

q(r′; ν ′)r′2 sin νdr′dν ′
∫ ϕ′=2π

ϕ′=0

∣∣~r − ~r ′∣∣−1
dϕ′, (11)

где |~r − ~r ′|−1 =
(
r2 + r′2 − 2r′r cos ν ′ cos ν − 2r′r sin ν ′ sin ν cos(ϕ − ϕ′)

)− 1
2 —

функция трёх пространственных координат r, ν, ϕ исследуемых точек про-
странства и координат r′, ν ′, ϕ′ точек области пространства, в которой задано
поле источников тепла. Эта функция теряет регулярность в точках r = r′,
ν = ν ′, ϕ = ϕ′. Для интегрирования этой функции целесообразно воспользо-
ваться её преобразованием, полученным в работе [1] с помощью разложения
её в биноминальный степенной ряд. Преобразованная функция имеет вид

∣∣~r − ~r ′∣∣−1
=
(
r2 + r′2 − 2r′r cos ν ′ cos ν

)− 1
2×

×
(
1 +

∞∑

n=0

1
2(1

2 + 1) · · · (1
2 + n− 1)

n!
xn
)
, (12)

где

x =
(
r2 + r′2 − 2r′r cos ν ′ cos ν

)−1(
2r′r sin ν ′ sin ν cos(ϕ− ϕ′)

)
;

неравенство |x| < 1 является условием абсолютной и равномерной сходимости
ряда (12).

В результате интегрирования функции (12) получаем выражение
∫ 2π

0

dϕ′

|~r − ~r ′| =
1

4

∞∑

n=0

(4n + 1)!

26n(n+ 1)(2n)!(n!)2
(
x cos−1(ϕ− ϕ′)

)2n
. (13)

Дальнейшее интегрирование выражения (11) выполняется численными мето-
дами.

Таким образом, температурное поле в материале ротора, занимающего
область пространства

{
r ∈ [rp−1;p; rp;p+1]; ν ∈ [0; 2π]; ϕ ∈ [0; 2π]

}
, является

функцией
T = T ′ + T ′′, (14)

определяемой формулами (1), (10)–(13), а также формулами, полученными
в работе [1] для вектор-потенциала электромагнитного поля в материале ро-
тора:

ReA′
p =

Icρcxc Reµp

8
√
r′2 + ρ2

c + z2
c − 2r′zc cos ν

∞∑

n=0

(4n+ 1)!x2n
c

26n(n+ 1)(2n)!(n!)2
, (15)

ReA′′
p =

1√
r′

Re

{ ∞∑

n=1

[
cpnIn+ 1

2
(kpr

′) + FpnYn+ 1
2
(kpr

′)
]
P ′
n(cos ν)

}
, (16)
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ReAp = ReA′
p + ReA′′

p, (17)

где
{
ρ = ρc; z = zc; ϕ ∈ [0; 2π]

}
— контур витка со сторонним током Ic,

возбуждающим электромагнитное поле, заданный в цилиндрической системе
координат (ρ, z, ϕ);

xc =
2ρcr

′ sin ν ′

r′2 + ρ2
c + z2

c − 2r′zc cos ν ′
; (18)

In+ 1
2
(kpr

′), Yn+ 1
2
(kpr

′) — функции Бесселя соответственно первого и второго

рода полуцелого индекса n+ 1
2 ∈ [1,5; 2,5; 3,5; . . . ] и комплексного аргумен-

та kpr
′; kp =

√
εepµpω— комплексный волновой параметр; εep = εp − jσpω

−1;
µp — комплексные, соответственно, эквивалентная диэлектрическая и маг-
нитные проницаемости материала ротора, т. е. среды p; P ′

n(cos ν) — присоеди-
нённые функции Лежандра первого рода; cpn, Fpn — комплексные коэффици-
енты ряда (16), определяемые из краевых условий преломления электромаг-
нитного поля на сферических поверхностях, разделяющих среды электромаг-
нитной системы ШАД [1].

Для окончательного исследования стационарной теплопроводности ШАД
необходимо сформулировать и решить краевую задачу, что позволит найти
неизвестные коэффициенты ln и dn ряда (10) и спроектировать оптимальную
электромагнитную систему ШАД [7, 9, 10]. В дальнейшем предполагается
такое конструктивное исполнение ротора, при котором не происходит тепло-
обмен на внутренней его поверхности. На практике это означает использо-
вание внутри ротора совершенной теплоизоляции, например, экранно-ваку-
умной. Применение последней позволяет избежать аккумулирования тепла
во внутреннем объёме ротора, а также разогрева объекта разворота. Этому
обстоятельству соответствует краевое условие

∂T

∂r

∣∣∣
r=rp−1;p

= 0 (19)

на внутренней сферической поверхности
{
r = rp−1;p; ν ∈ [0; p]; ϕ ∈ [0; 2π]

}

ротора. Теплообмен между ротором и внешней средой, температура которой
T0, через внешнюю сферическую поверхность ротора задаётся приближённо
в виде закона Ньютона [2, 3]:

∂T

∂r

∣∣∣
r=rp;p+1

= −αλ−1
p

(
(Tr=rp;p+1) − T0

)
, (20)

где α— коэффициент теплоотдачи, [Вт/(м2К)]. Дифференцированием по ра-
диусу r функций (10), (11) устанавливаются необходимые частные производ-
ные:

∂T”

∂r
=

∞∑

n=0

(
lnnr

n−1 − dn(n+ 1)r−n−2
)
Pn(cos ν), (21)
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∂T ′

∂r
=

1

4λp

∞∑

n=0

(4n + 1)!

26n(n+ 1)(2n)!(n!)2
×

×
∫ ν′=π

ν′=0

∫ r′=rp;p+1

r′=rp−1;p

∂(x2n
0 )

∂r
q(r′; ν ′) r′ sin ν ′ dr′dν ′, (22)

где
∂(x2n

0 )

∂r
= 2nx2n−1

0

2r′ sin ν ′ sin ν(r′2 − r2)

(r2 + r′2 − 2rr′ cos ν ′ cos ν)2
. (23)

Использование выражений (21)–(23) позволяет избежать численного диффе-
ренцирования, которое вносит погрешности; последние могут привести к не-
устойчивости всего алгоритма расчёта температурного поля.

После учета зависимостей (10), (21)–(23) краевое условие (20) приобретает
вид

∞∑

n=0

(
lnnr

n
p−1;p − dn(n + 1)r−n−1

p−1;p

)
Pn(cos ν) = rp−1;p ·

∂T ′

∂r

∣∣∣
r=rp−1;p

. (24)

Левую часть уравнения (24) можно рассматривать в качестве специального
разложения в ряд по полиномам Лежандра функции, представленной правой
частью этого же уравнения. Применение известной формулы [8] для опреде-
ления коэффициентов такого разложения к конкретному случаю позволяет
найти их в виде

c′n =
2n+ 1

2
rp−1;p ·

∫ 1

−1

∂T ′

∂r

∣∣∣
r=rp−1;p

Pn(cos ν)d(cos ν). (25)

Значение интеграла в полученном выражении (25) находится численными
методами. Таким образом, краевое условие (24) сводится к следующей беско-
нечной системе алгебраических уравнений:

lnnr
n
p−1;p − dnr

−n−1
p−1;p (n+ 1) − c′n = 0. (26)

Вторая система алгебраических уравнений получается из краевого усло-
вия (20), которое формулами (20), (21)–(23) приводится к уравнению

∞∑

n=0

[
ln

(
nrn−1

p;p+1 +
α

λp
rnp;p+1

)
+ dn

( α
λp
r−n−1
p;p+1 − r−n−2

p;p+1 (n+ 1)
)]
Pn(cos ν) =

=
α

λp

[
T0 − T ′

r=rp;p+1

]
− ∂T ′

∂r

∣∣∣
r=rp;p+1

. (27)

Решение данного уравнения аналогично решению уравнения (24), сводится
к отысканию коэффициентов разложения в ряд по полиномам Лежандра:

c′′n =
2n+ 1

2

∫ 1

−1

[
α

λp

[
T0 − T ′

r=rp;p+1

]
− ∂T ′

∂r

∣∣∣
r=rp;p+1

]
Pn(cos ν)d(cos ν). (28)
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Таким образом, находится и вторая бесконечная система алгебраических
уравнений:

lnr
n
p;p+1

( n

rp;p+1
+
α

λp

)
+ dnr

−n−1
p;p+1

( α
λp

− n+ 1

rp;p+1

)
− c′′n = 0. (29)

Совместное решение двух бесконечных систем алгебраических уравнений
(26) и (29) возможно, так как общая система является бесконечной совокуп-
ностью независимых друг от друга пар алгебраических уравнений, то есть
каждому n-ному члену ряда (10) соответствует своя пара алгебраических
уравнений вида (26) и (29), однозначно определяющая одну пару коэффици-
ентов ln и dn этого члена ряда.

Выводы. Полученная математическая модель стационарной теплопровод-
ности в роторе, выполненном в виде сферической оболочки, разогреваемой
вихревыми токами при работе трехстепенного ШАД, позволяет рассчитать
при конкретно заданных условиях температурное поле ротора в наиболее тя-
желом случае (длительная работа двигателя в пусковом режиме), и, следо-
вательно, определить необходимые условия охлаждения, или при заданных
условиях охлаждения — длительно допустимые значения момента, развивае-
мого двигателем, при котором ротор имеет заданные температуру и темпера-
турные деформации. В свою очередь, решение этой задачи является исходной
постановкой задачи термоупругости, то есть задачи определения деформации
ротора, обусловленной его разогревом.
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Mathematical model of the thermal processes existing in a rotor of the spherical asyn-
chronous engine under the influence of internal sources of heat was developed. An-
alytical model of the process is introduced, allowing solving problems of definition of
limiting thermal modes of the engine and well adapted for searching procedures of
design optimization problems.
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