
¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10 141��� 519.6�������� ���������������������� ����������������� ������� ����������� �����.�. �«¼¨1� ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®¡«¥¬» °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯ ° ««¥«¼»µ  «£®°¨²¬®¢ °¥¸¥¨¿±¨±²¥¬ «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨© (����) ± ° §°¥¦¥»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ¢»±®ª®£®¯®°¿¤ª , ¢®§¨ª ¾¹¨¬¨ ¯°¨ ±¥²®·»µ  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿µ ¡®«¼¸¨µ § ¤ · ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥-«¨°®¢ ¨¿. �°®¢®¤¨²±¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬,   ² ª¦¥ ±° ¢¨²¥«¼»©   «¨§°¥±³°±®¥¬ª®±²¨ ¯°¿¬»µ, ¨²¥° ¶¨®»µ ¨ ª®¬¡¨¨°®¢ »µ ¬¥²®¤®¢ ¨µ °¥¸¥¨¿ ± ³·¥²®¬ ° §-«¨·»µ ±²°³ª²³° ¨ ±¯®±®¡®¢ µ° ¥¨¿ ¬ ²°¨·»µ ¤ »µ. �¯¨±»¢ ¾²±¿ ±«®¦®±²¨ ¨ ®±®¢»¥¯³²¨ ¤®±²¨¦¥¨¿ ¢»±®ª®© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¯°®£° ¬¬®£® ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨¬®£®¯°®¶¥±±®°»µ ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ ±¨±²¥¬ (���) ± ° ±¯°¥¤¥«¥®© ¨ ®¡¹¥© ¯ ¬¿²¼¾,  ®±®¢¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ MPI, OpenMP ¨ £¨¡°¨¤®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿. � ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨- ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤  ´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¨ �°¥§¨¤¨³¬  ���(ª®¤» ¯°®¥ª²®¢ ±®®²¢¥²±²¢¥® 08{01{00526 ¨ 2.5). �² ²¼¿ ¯®¤£®²®¢«¥  ¯® ¬ ²¥°¨ « ¬ ¤®-ª« ¤   ¢²®°    ¬¥¦¤³ °®¤®© ª®´¥°¥¶¨¨ \� ° ««¥«¼»¥ ¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ²¥µ®«®£¨¨"(� ��-2009; http://agora.guru.ru/pavt2009).�«¾·¥¢»¥ ±«®¢ : ±¨±²¥¬» «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©, ° §°¥¦¥»¥ ±¨¬¬¥²°¨·»¥ ¨¥±¨¬¬¥²°¨·»¥ ¬ ²°¨¶», ¯°¿¬»¥, ¨²¥° ¶¨®»¥ ¨ ª®¬¡¨¨°®¢ »¥ ¬¥²®¤», ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¥, ª®¬-¯¼¾²¥°»¥  °µ¨²¥ª²³°».1. �¢¥¤¥¨¥.�°¨ ·¨±«¥®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ±² ¶¨® °»µ ¨ ¥±² ¶¨® °»µ, «¨¥©»µ ¨ ¥«¨¥©»µ¯°®¶¥±±®¢ ¢ § ¤ · µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ®¯²¨¬¨§ ¶¨®»µ ¨ ¬¥¦¤¨±¶¨¯«¨ °-»µ, ¬®£®ª° ²®¥ °¥¸¥¨¥ ���� ¿¢«¿¥²±¿  ¨¡®«¥¥ °¥±³°±®¥¬ª¨¬ ½² ¯®¬. �®£®¬¥°»¥ ±¨±²¥¬» ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© (���) ¨«¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¢ °¨ ¶¨®»¥ ¯®±² ®¢ª¨, ¯®±«¥ ¨µ  ¯¯°®ª±¨¬ -¶¨¨ ±¥²®·»¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨ ª®¥·»µ ° §®±²¥©, ª®¥·»µ ®¡º¥¬®¢ ¨«¨ ª®¥·»µ ½«¥¬¥²®¢ (���, ���,��� [1{3]), ¯°¨ ±®¢°¥¬¥»µ ²°¥¡®¢ ¨¿µ ª ²®·®±²¨ ° ±·¥²®¢ ¯®°®¦¤ ¾²  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ±° §°¥¦¥»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ±¢¥°µ¢»±®ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢ (¤® 109 ¨ ¡®«¥¥). �»±®ª®¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼»¥ ²¥µ®«®£¨¨°¥¸¥¨¿ § ¤ · ² ª®£® ¬ ±¸² ¡  ¤®«¦» ®¡¥±¯¥·¨¢ ²¼, ¢®-¯¥°¢»µ, ¨²¥£° ¶¨¾ °¥±³°±®¢ ¡®«¼¸®£® ª®«¨-·¥±²¢  ¯°®¶¥±±®°®¢, ¢®-¢²®°»µ, ½´´¥ª²¨¢®¥ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¥ ¢»·¨±«¥¨© ¨, ¢-²°¥²¼¨µ, ®¯²¨¬¨§ ¶¨¾¯°®£° ¬¬®£® ª®¤  ± ¥£®  ¤ ¯² ¶¨¥© ª ª®ª°¥²®¬³ ®¯¥° ¶¨®®¬³ ®ª°³¦¥¨¾, ·²® ®§ · ¥² ¢ ¶¥«®¬®²®¡° ¦¥¨¥  «£®°¨²¬®¢    °µ¨²¥ª²³°³ ���. �®£®®¡° §¨¥ ¬ ²°¨·»µ ±²°³ª²³° ¨ ±¢®©±²¢,  ª²¨¢®° §¢¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¬¥²®¤®¢ °¥¸¥¨¿ ���� ¨ ¥¯°¥°»¢® ¬¥¿¾¹¨µ±¿ ª®¬¯¼¾²¥°»µ ¯« ²´®°¬ ¤¥« ¥² ¯°®-¡«¥¬³ ¯®±²°®¥¨¿ ½ª®®¬¨·®£®  «£¥¡° ¨·¥±ª®£® ¯°®£° ¬¬®£® ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ¯®±²®¿®  ª²³ «¼®©.�» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²°¨ £°³¯¯»  «£®°¨²¬®¢, ¯°¨¬¥¿¥¬»µ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ���, ��� ¨ ���° §«¨·»µ ¯®°¿¤ª®¢ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²¨§ ¶¨¨ ° §»µ ²¨¯®¢ ���: ¤¨´´³§¨¨ ± ª®¢¥ª¶¨¥©, ¬®£®´ §®© ´¨«¼-²° ¶¨¨, ±¨±²¥¬ ³° ¢¥¨© � ¬¥, � ¢¼¥{�²®ª± , � ª±¢¥««  ¨ ¤°.�¥°¢ ¿ £°³¯¯  ±¢¿§   ± °¥¸¥¨¥¬ § ¤ · ± ¯®«®±²¼¾ ¨«¨ · ±²¨·® ° §¤¥«¿¾¹¨¬¨±¿ ¯¥°¥¬¥»¬¨ ¨®±®¢     ª° ²»µ ¡»±²°»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ �³°¼¥ (���), ½ª®®¬¨·»µ  «£®°¨²¬ µ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨¨ °¥¤³ª¶¨¨,   ² ª¦¥   ª®¬¡¨¨°®¢ »µ ¯®¤µ®¤ µ, ®°¨¥²¨°®¢ »µ   ¤®±²¨¦¥¨¥ °¥ª®°¤®© ¯°®¨§-¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¢  ª²³ «¼»µ µ ° ª²¥°»µ ¯°¨«®¦¥¨¿µ. � ª¨¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ¨ ¬¥²®¤» ¨¬¥¾²± ¬®±²®¿²¥«¼®¥ § ·¥¨¥ ¢® ¬®£¨µ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ±«³· ¿µ, ® ¬®£³² ² ª¦¥ § · ±²³¾ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ª ·¥±²¢¥ ½ª®®¬¨·»µ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ¯®¤§ ¤ · ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ¯°®¡«¥¬. �²®° ¿ £°³¯¯  |½²® ±¥¬¥©±²¢® ³¨¢¥°± «¼»µ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥»µ ¨²¥° ¶¨®»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ µ �°»«®¢ ,¢ ²®¬ ·¨±«¥ ®°¨£¨ «¼»¥ ¬¥²®¤» ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ ¨ ¡¨±®¯°¿¦¥»µ  ¯° ¢«¥¨© ¤«¿ ° §®£® ²¨¯  ¬ -²°¨¶ (±¨¬¬¥²°¨·»µ ¨ ¥±¨¬¬¥²°¨·»µ, ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»µ ¨ § ª®¥®¯°¥¤¥«¥»µ, ¯®«®£® ¨¥¯®«®£® ° £ ), ¯°¥¤±² ¢«¿¥¬»µ ¢ ®¡¹¥¯°¨¿²»µ ±¦ ²»µ ´®°¬ ² µ. �°¥²¼¿ £°³¯¯  ¬¥²®¤®¢ ¯®±¢¿¹¥ °¥¸¥¨¾ ª°³¯®¡«®·»µ ����, ¢ª«¾· ¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ § ¤ ·¨ ± ±¥¤«®¢®© ²®·ª®©, ¯®«³· ¥¬»¥ ¯°¨ ¤¨±-ª°¥²¨§ ¶¨¨ ¢¥ª²®°»µ ³° ¢¥¨© ½«¥ª²°®¬ £¥²¨§¬ , £¨¤°®£ §®¤¨ ¬¨ª¨ ¨ ¤°. �¤¥±¼ ¯®¤µ®¤» ®±®¢ »1�±²¨²³² ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© £¥®´¨§¨ª¨ �� ���, ¯°®±¯. � ¢°¥²¼¥¢ , 6,630090, �®¢®±¨¡¨°±ª; £« ¢.  ³·. ±®²°., e-mail: ilin@sscc.ruc � ³·®-¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª¨© ¢»·¨±«¨²¥«¼»© ¶¥²° ��� ¨¬. �.�. �®¬®®±®¢ 



142 ¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10  ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¯°¿¬»µ ¨ ¨²¥° ¶¨®»µ °¥¸ ²¥«¥© ± ³·¥²®¬ ±¯¥¶¨ «¼»µ ±²°³ª²³°»µ¨ ±¯¥ª²° «¼»µ ¬ ²°¨·»µ ±¢®©±²¢. �«®·»¥  «£®°¨²¬» «¥¦ ² ² ª¦¥ ¢ ®±®¢¥ ° ±¯°®±²° ¥»µ ¨µ®°®¸® ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¥¬»µ ¬¥²®¤ µ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ²¨¯¨·»¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢³µ³°®¢¥¢»¥¨²¥° ¶¨®»¥ ¯°®¶¥±±».�¯¨±»¢ ¥¬»¥  ¬¨ °¥ «¨§ ¶¨¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¬¥²®¤®¢   ¬®£®¯°®¶¥±±®°»µ ¨ ¬®£®¿¤¥°»µ ¢»-·¨±«¨²¥«¼»µ ±¨±²¥¬ µ ± ° §¤¥«¥®©, ®¡¹¥© ¨ ¥®¤®°®¤®© ¬®£®³°®¢¥¢®© ¯ ¬¿²¼¾ ®±®¢»¢ ¾²±¿   «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ¯°¨¶¨¯ µ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ®¡« ±²¥©, ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ª®¬¬³¨ª ¶¨®»µ ¯®²¥°¼ ¨  ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¢»±®ª®¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼»µ ¨±²°³¬¥² «¼»µ ±°¥¤±²¢ ¡¨¡«¨®²¥ª¨ MKL ª®¬¯ ¨¨ Intel.� ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¥  «£®°¨²¬®¢ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ±°¥¤±²¢ ¬¨ MPI, OpenMP ¨ £¨¡°¨¤®£® ¯°®£° ¬¬¨°®-¢ ¨¿ [4]. �°®¡«¥¬¥ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿ ·¨±«¥»µ °¥¸¥¨© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ¯®±¢¿¹¥®¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¯³¡«¨ª ¶¨© ¨ ¶¨²¨°³¥¬»¥ ² ¬ ° ¡®²» (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [5, 6]).2. �«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ¨ ¬ ²°¨·»¥ ±²°³ª²³°». � ª ·¥±²¢¥  £«¿¤®£® ¯°¨¬¥°  ° ±±¬®-²°¨¬ ²°¥µ¬¥°³¾ ±¬¥¸ ³¾ ª° ¥¢³¾ § ¤ ·³ ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ ª®¢¥ª²¨¢®© ¤¨´´³§¨¨ ¢ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤¥:@2u@x2 + @2u@y2 + @2u@z2 + p @u@x + q @u@y + r @u@z = f(x; y; z); (x; y; z) 2 
 = [0; a]� [0; b]� [0; c];� = 6Ss=1�s ; u+ �s @u@n �����s= �s; s = 1; : : : ; 6; p; q; r = p; q; r(x; y; z); (1)£¤¥ n ®§ · ¥² ¢¥¸¾¾ ®°¬ «¼ ª £° ¨¶¥. �±² ®¢¨¬±¿   ¥ª®²®°»µ ¢®§¬®¦»µ ®±®¡¥®±²¿µ ½²®©¯°®¡«¥¬», ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¢»·¨±«¨²¥«¼³¾ ±«®¦®±²¼  «£®°¨²¬®¢ ¥¥ °¥¸¥¨¿. � ¯°®±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥ ¯®-±²®¿»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ p, q, r, �s, �s § ¤ ·  (1) ¤®¯³±ª ¥² ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ, ·²® ¯®§¢®«¿¥²±²°®¨²¼  ¨¡®«¥¥ ½ª®®¬¨·»¥ ¬¥²®¤» [1, 2]. �°¨ p = q = r = 0 § ¤ ·  ±² ®¢¨²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥®©(¤ ¦¥ ¥±«¨ ° ±·¥² ¿ ®¡« ±²¼ 
 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¬, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ±¨¬¬¥²°¨·»¬ ����± \µ®°®¸¨¬¨" ±¢®©±²¢ ¬¨). � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ³° ¢¥¨¥ (1) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥«¨¥©»¬ (p, q, r ¨ f § ¢¨±¿²®² u), ¨ ²®£¤  ¯®±«¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ «¨¥ °¨§ ¶¨¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿ °¥¸ ²¼ ±¥°¨¾ «¨¥©»µ § ¤ ·.�±«¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²¨¯®¢»¥  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¨±µ®¤®© § ¤ ·¨   °¥£³«¿°®© ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¨¤ «¼®©±¥²ª¥ xi+1 = xi + hxi , i = 0; 1; : : : ; I, yj+1 = yj + hyj , j = 0; 1; : : : ; J , zki+1 = zk + hzk, k = 0; 1; : : : ;K, ²® ¬»¯°¨µ®¤¨¬ ª ±¥¬¨²®·¥·®© ±¨±²¥¬¥ ±¥²®·»µ ����, ¨¬¥¾¹¥© ¯®°¿¤®ª IJK:(Au)i;j;k = p0i;j;kui;j;k � p1i;j;kui�1;j;k � p2i;j;kui;j�1;k � p3i;j;kui+1;j;k � p4i;j;kui;j+1;k �� p5i;j;kui;j;k�1� p6i;j;kui;j;k+1;(Au)i;j;k = h�Ax +Ay + Az�uii;j;k = fi;j;k; �Ax + Ay�Az = Az�Ax + Ay�;p11;j;k = p3I;j;k = p2i;1;k = p4i;J;k = p5i;j;1 = p6i;j;K = 0; (2)
Nx Ny Nz

Nx

Nx Ny�¨±. 1. �²°³ª²³°  ¬ ²°¨¶» A
�®°¬³«» ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢p0i;j;k; : : : ; p6i;j;k ¬®¦®  ©²¨,  -¯°¨¬¥°, ¢ [2]. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ §¤¥±¼¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, ¥±«¨ ¥ ®£®¢®°¥®¯°®²¨¢®¥, ·²® ¬ ²°¨¶  A ¥¢»-°®¦¤¥ ,   ½²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ±³-¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¥¤¨±²¢¥®£® °¥¸¥-¨¿ ����. �±«¨ ³§«» ±¥²ª¨ ¨ ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®¬¯®¥²» ±¥²®·-»µ ´³ª¶¨© ¯°®³¬¥°®¢ ²¼ ®¤-¨¬ ¨¤¥ª±®¬ l, ²® ¯°¨ ¨µ ¥±²¥-±²¢¥®© ³¯®°¿¤®·¥®±²¨ ¯® ¯° -¢¨«³l = i + (j � 1)J + (k � 1)JK±²°³ª²³°  ¬ ²°¨¶» A ¨¬¥¥² ¯°®-±²³¾ ±¥¬¨¤¨ £® «¼³¾ ´®°¬³,¯°¥¤±² ¢«¥³¾   °¨±. 1.� ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¥±²°³ª²³°¨°®¢ »µ ±¥²®ª ¬ ²°¨¶  ±¨±²¥¬» ¬®¦¥² ¡»²¼¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ (Au)l = pl;lul � Xl02!l pl;l0ul0 , £¤¥ !l ®§ · ¥² ±¥²®·»© ¸ ¡«® l-£® ³§« , ².¥. ±®¢®ª³¯-®±²¼ ³§«®¢ ± ®¬¥° ¬¨ l0, \±®±¥¤¨µ" ª l ¨ ³· ±²¢³¾¹¨µ ¢ l-¬ ³° ¢¥¨¨.



¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10 143� ²°¨¶³ ���� ¢±¥£¤  ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ´®°¬¥ A = D � L � U , £¤¥ D = diag �pl;l	 | £« ¢ ¿¤¨ £® «¼ ¬ ²°¨¶» A,   L ¨ U | ¨¦¿¿ ¨ ¢¥°µ¿¿ ²°¥³£®«¼»¥ ¬ ²°¨¶», ½«¥¬¥²» ª®²®°»µ ±®±² ¢«¥»¨§ pl;l0 ¯°¨ l0 < l ¨ l0 > l ±®®²¢¥²±²¢¥®.�®«¥¥ ±«®¦»¥ § ¤ ·¨ ¢®§¨ª ¾² ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ���, °¥¸¥¨¿¬¨ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°»¥ ´³ª-¶¨¨ u = (u1; u2; : : : ). � ² ª¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¯®«³· ¥¬ ¿ ¯®±«¥ ¤¨±ª°¥²¨§ ¶¨¨ ¬ ²°¨¶  A ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢¡«®·®© ´®°¬¥,  ¯°¨¬¥° ¡«®·®£® ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª : A = �A11; A12A21; A22�. � ° ª²¥°»¬ ±«³· ¥¬ §¤¥±¼ ¿¢«¿-¥²±¿ A22 = 0, ª®£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ����  §»¢ ¥²±¿  «£¥¡° ¨·¥±ª®© § ¤ ·¥© ± ±¥¤«®¢®© ²®·ª®©.3. � ° ««¥«¼»¥  «£®°¨²¬» ·¨±«¥»µ °¥¸¥¨© ����.3.1. � ¤ ·¨ ± ° §¤¥«¿¾¹¨¬¨±¿ ¯¥°¥¬¥»¬¨. �±² ®¢¨¬±¿ ± · «    ±«³· ¥ ° §¤¥«¿¾¹¨µ±¿ª° ¥¢»µ § ¤ ·. B (1) ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ p = q = r = �s = 0, ·²® ¯®°®¦¤ ¥² § ¤ ·³ �¨°¨µ«¥ ¤«¿³° ¢¥¨¿ �³ ±±® , ¯°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶  Az ¨¬¥¥² ¡ §¨± ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢: Az' p = �p' p, p =1; : : : ;K, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¢¥ª²®°» u ¨ f ¢ (2) ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤» �³°¼¥u = KXp=1 v p' p; v p = �v pi;j	; f = KXp=1 f p' p; f p = �f pi;j = KXk=1fi;j;k' pi;j;k�; (3)°¥ «¨§ ¶¨¿ ª®²®°»µ ®±®¡¥® ½ª®®¬¨·® ¢»¯®«¿¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ���. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ´®°¬³«»¬®¦®  ©²¨ ¢ [1], ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¤«¿ ° §»µ ²¨¯®¢ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©. � (3) ½² ¯ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®½´´¨¶¨-¥²®¢ fpi;j  §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ �³°¼¥,   ¢®±±² ®¢«¥¨¥ ¯® ¨¬ ¨±µ®¤®£® ¢¥ª²®°  f |®¡° ²»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬. �®±«¥ ¯°¿¬®£® ��� ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¥§ ¢¨±¨¬»¬ ¤¢³¬¥°»¬ § ¤ · ¬Apv p � �Ax +Ay + �pI�v p = f p; (4)¢ ª®²®°»µ ¯¿²¨²®·¥·»¥ ¬ ²°¨¶» Ap ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ¢ ¢¨¤¥ Ap = A xp + A yp , A xp = Ax + �pI ,Ayp = Ay.�¥¸¥¨¥ ª ¦¤®© ¨§ ½²¨µ ���� ¯®°¿¤ª  IJ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¯®«¥® ± ¯®¬®¹¼¾ ¡»±²°®£® ¨²¥° ¶¨-®®£® ¥¿¢®£® ¬¥²®¤  ¯¥°¥¬¥»µ  ¯° ¢«¥¨© �¨±¬  {�³£« ± {�¥·´®°¤ �nI +A xp �vn�1=2 = �nI �A yp �vn�1 + f;�nI �A yp �wn = 2�vn�1=2 � vn�; vn = vn�1 + wn; n = 1; 2; : : : ; (5)¢ ª®²®°®¬ ®¯²¨¬ «¼»¥ ¨²¥° ¶¨®»¥ ¯ ° ¬¥²°» n ¢»·¨±«¿¾²±¿ ·¥°¥§ £° ¨¶» ±¯¥ª²°  ¬ ²°¨¶ Ax¨ Ay (¥±«¨ ²®«¼ª® ®¨ ¯¥°¥±² ®¢®·», ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®«®¬³ ° §¤¥«¥¨¾ ¯¥°¥¬¥»µ ¢ ¨±µ®¤®©§ ¤ ·¥ (1) [2, 6]). �  ª ¦¤®© \¯®«³¨²¥° ¶¨¨" ±¥°¨¨ \®¤®¬¥°»µ" ¥§ ¢¨±¨¬»µ ���� ¬®£³² °¥¸ ²¼±¿¯ ° ««¥«¼® ± ¯®¬®¹¼¾ ½ª®®¬¨·»µ  «£®°¨²¬®¢ ¯°®£®®ª ¢  ¯° ¢«¥¨¿µ x ¨ y [1, 2].�±«¨ ¦¥ § ¤ ·  (1) ¤®¯³±ª ¥² ²®«¼ª® · ±²¨·®¥ ° §¤¥«¥¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²,  ¯°¨-¬¥°, r = 0 ¨ ¯¥°¥¬¥»¬ ª®¢¥ª²¨¢»¬ ª®½´´¨¶¨¥² ¬ p ¨ q, ²® ¢ ¨²¥° ¶¨®®¬ ¬¥²®¤¥ (5) ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¯²¨¬ «¼®¥ ¯®±²®¿®¥ § ·¥¨¥ ¨²¥° ¶¨®®£® ¯ ° ¬¥²°  n = 0, ·²® ¤ ¥² ¥ª®²®°»©±µ®¤¿¹¨©±¿ ¨²¥° ¶¨®»© ¯°®¶¥±± vn = Tvn�1 + f ; vn ���!n!1 v; (6)£¤¥ ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  T § · ±²³¾ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¨¬¬¥²°¨§®¢  ,   f | ¥ª®²®°»© ®¢»© ¢¥ª²®° ¯° -¢®© · ±²¨, ¯°¨·¥¬ ¥£® ª®ª°¥²»© ¢¨¤  ¬ ¥ ³¦¥. �®±ª®«¼ª³  «£®°¨²¬ (6) ´®°¬ «¼® ®¯°¥¤¥«¿¥²¥ª®²®°³¾ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥³¾ ±¨±²¥¬³ Av � (I � T )v = f ; (7)²® ª ¥¥ °¥¸¥¨¾ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨¬¥¨²¼ ¬¥²®¤ ±®¯°¿¦¥»µ £° ¤¨¥²®¢r0 = f � Av0 = Tv0 � v0 + f ; p0 = r0; n = 1; 2; : : : ;vn = vn�1 + �npn�1; rn = rn�1 � �nApn�1; pn = rn�1 + �npn�1;�n = �rn�1; rn�1��Apn�1; pn�1� ; Apn�1 = pn�1 � Tpn�1; �n = �rn; rn��rn�1; rn�1� ; (8)¢ ª®²®°®¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ª°¨²¥°¨© ®ª®· ¨¿ ¨²¥° ¶¨© �rn; rn� 6 � f ; f �"2, " � 1. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ´®°-¬³« µ (8) ³¬®¦¥¨¥   ¬ ²°¨¶³ T ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¢¥¤¥¨¾ ®¤®© ¨²¥° ¶¨¨ ¢¨¤  (6). �±«¨ ¦¥ ¢ (7)



144 ¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10¬ ²°¨¶  A ¥±¨¬¬¥²°¨· , ²® ª °¥¸¥¨¾ ���� ¬®¦® ¯°¨¬¥¨²¼ ®¤¨ ¨§ ¬¥²®¤®¢ ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ ¯° ¢«¥¨© (s = 0 ±®®²¢¥²±²¢³¥²  «£®°¨²¬³ ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ £° ¤¨¥²®¢,   s = 1 | ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ¥¢¿§®ª): r 0 = f �Au0; p0 = r 0; n = 0; 1; : : : ;un+1 = un + �(s)n pn; r n+1 = rn � �(s)n Apn; s = 0; 1; (9)ª®²®°»¥ ¬¨¨¬¨§¨°³¾² ´³ª¶¨® «» �s�rn� = �A�srn; rn� ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ µ �°»«®¢ Kn+1�r 0; A � = span�p0; p1; : : : ; pn	 = span�p0; Ap0; : : : ; Anp0	¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¨²¥° ¶¨®»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ �(s)n ¨ ª®°°¥ª²¨°³¾¹¨µ ¢¥ª²®°®¢ pn ¯® ±«¥¤³¾¹¨¬ ´®°¬³-« ¬ [3]: �(s)n = �A sr n; rn��Apn; A spn� ; �(s)n = �A sr n+1; rn+1��A sr n; rn� ;pn+1 = r n+1 + nXk=0�(s)n;kpk+1;l = pn+1;l + nXk=l �(s)n;kpk; l 2 [0; 1; : : : ; n];pn+1;0 = rn+1; pn+1;l = pn+1;l�1 + �n;l�1pl�1; pn+1 = pn+1;n: (10)�±«¨ ±¯¥ª²° «¼»© ° ¤¨³± ¬ ²°¨¶» T ¢ (6) ¡«¨§®ª ª ¥¤¨¨¶¥, ².¥. �(T ) 6 1 � �, 0 < � � 1, ¨ ½²®²¨²¥° ¶¨®»© ¯°®¶¥±± ¬¥¤«¥® ±µ®¤¨²±¿, ²® ¥£® ³±ª®°¥¨¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ª°»«®¢±ª¨µ ¬¥²®¤®¢ ¤ ¥² § -·¨²¥«¼»© ¢»¨£°»¸ (¢ [3] ¯°¥¤±² ¢«¥» ®¶¥ª¨ ·¨±«  ¨²¥° ¶¨© ¤«¿ ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¨ ¥±¨¬¬¥²°¨·®£®±«³· ¥¢).�±«¨ ¢ ±¨±²¥¬ µ (4) ¬ ²°¨¶  Ay,  ¯°¨¬¥°, ¨¬¥¥² ¨§¢¥±²»© ¡ §¨± ¨§ J ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ²®¢¥ª²®°» v p ¨ f p ¤«¿ ª ¦¤®£® p ² ª¦¥ ¬®£³² ¡»²¼ ° §«®¦¥» ¯® ½²®¬³ ¡ §¨±³, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¤«¿®¢»µ ª®¬¯®¥²®¢ �³°¼¥ ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬» \®¤®¬¥°»µ" ³° ¢¥¨©Ap;qw p;q = f p;q ; p = 1; : : : ;K; q = 1; : : : ; J; (11)± ²°¥µ¤¨ £® «¼»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ Ap;q, °¥¸¥¨¥ ª®²®°»µ   ®¤®¬ ¯°®¶¥±±®°¥  ¨¡®«¥¥ ½ª®®¬¨·® ®±³-¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ ¯°®£®ª¨. �¤ ª® ¤«¿ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼® ª ¦¤³¾ ²°¥µ¤¨ £® «¼-³¾ ���� ¶¥«¥±®®¡° §® ° §¡¨²¼   ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¯®¤±¨±²¥¬» ¬¥¼¸¨µ ¯®°¿¤ª®¢ ± ¯®¬®¹¼¾  «£®°¨²¬ ¡«®·®© °¥¤³ª¶¨¨, ª®²®°»© ´ ª²¨·¥±ª¨ °¥ «¨§³¥² ¯°¿¬®© ¬¥²®¤ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ®¡« ±²¥© (¢®§¬®¦» ¢ -°¨ ²» ± ¿¢»¬ ¢»¤¥«¥¨¥¬ ³§«®¢-° §¤¥«¨²¥«¥© ¨ ¡¥§ ¨µ). � ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ½´´¥ª-²¨¢»¬ ¬¥²®¤ ·¥²®-¥·¥²®© °¥¤³ª¶¨¨ ¡¥§ ®¡° ²®£® µ®¤  [7]. � ª®¥¶, ®²¬¥²¨¬, ·²® ¡¥§»²¥° ¶¨®»© «£®°¨²¬ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ²°¥µª° ²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ �³°¼¥, ¥±«¨ ²®«¼ª® ¢±¥ ¬ ²°¨¶»Ap;q ¢ (11) ¨¬¥¾² ¨§¢¥±²»© ±®¡±²¢¥»© ¡ §¨±. �¤ ª® ½²®² ¯®¤µ®¤ ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¶¥«¥±®®¡° §»¬,¯®±ª®«¼ª³ ®¡º¥¬ ¢»·¨±«¥¨© ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ��� ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ²°¥µ¤¨ £® «¼®© ±¨±²¥¬» ¥«¨¥©®§ ¢¨±¨² ®² ¥¥ ¯®°¿¤ª .3.2. �¨¢¥°± «¼»¥ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥»¥  «£®°¨²¬». � ±±¬®²°¥»¥ ¢»¸¥ ¬ ²°¨·»¥ ±²°³ª-²³°» ¨  «£®°¨²¬» ®±¿² ¤®¢®«¼® · ±²»© µ ° ª²¥°, µ®²¿ ®¨ ¬®£³²  µ®¤¨²¼ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¢® ¬®£¨µ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ. �¤ ª®  ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ¥»¥ ¯®±² ®¢ª¨ ±¢¿§ » ± ° ±·¥²»¬¨ ®¡« ±²¿¬¨±«®¦®© ª®´¨£³° ¶¨¨, ± ¯¥°¥¬¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ¥±²°³ª²³°¨°®¢ »¬¨ ±¥²ª ¬¨ ¨ ¤°³£¨¬¨´ ª²®° ¬¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨¬¨ ª ° §°¥¦¥»¬ ¬ ²°¨¶ ¬ ± ° §®®¡° §»¬¨ \¯®°²°¥² ¬¨", ¢ ª®²®°»µ ¬¥±²®-¯®«®¦¥¨¥ ¥³«¥¢»µ ½«¥¬¥²®¢ ¨ ¨µ § ·¥¨© ¬®¦® § ¤ ²¼ ²®«¼ª® ¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ¯¥°¥·¨±«¥¨¥¬.�«¿ µ° ¥¨¿ ² ª¨µ ¬ ²°¨¶ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ²¨¯®¢»¥ ±¦ ²»¥ ´®°¬ ²» [8, 9], ª®²®°»¥ § ·¨²¥«¼® ½ª®®-¬¿² ®¯¥° ²¨¢³¾ ¯ ¬¿²¼, ® ±³¹¥±²¢¥® § ¬¥¤«¿¾² ¢°¥¬¿ ¢»¯®«¥¨¿ ¯°®£° ¬¬»µ °¥ «¨§ ¶¨© ¨§-§ \¤«¨®£®" ¤®±²³¯  ª ¬ ²°¨·»¬ ½«¥¬¥² ¬.�«¿ ² ª¨µ ���� ± ¢»±®ª¨¬¨ ¯®°¿¤ª ¬¨ £« ¢»¬ ±°¥¤±²¢®¬ °¥¸¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥»¥¨²¥° ¶¨®»¥ ¬¥²®¤» ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ µ �°»«®¢ . � ¯®±«¥¤¨¬ ®²®±¨²±¿ ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢®  «£®-°¨²¬®¢ ±®¯°¿¦¥»µ  ¯° ¢«¥¨©, ¡¨±®¯°¿¦¥»µ ¨ ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ  ¯° ¢«¥¨©, ¤®±² ²®·® ¯®«®¯°¥¤±² ¢«¥»µ ¢ ª¨£ µ [3, 9] ¨ ¶¨²¨°³¥¬»µ ¢ ¨µ ° ¡®² µ (µ ° ª²¥°»¬¨ ¯°¨¬¥° ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¬¥-²®¤» (8){(10)).�²® ª ± ¥²±¿ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¨¢ ¨¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¢¨¤  Au = f , ²® ®® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ±¢®-¤¨²±¿ ª ¯®«³·¥¨¾ ½ª¢¨¢ «¥²®© ����Au � B�1AC�1Cu = B�1f � f; A = B�1AC�1; u = Cu;



¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10 145£¤¥ «¥¢ ¿ ¨ ¯° ¢ ¿ ¯°¥¤®¡³±«®¢«¨¢ ¾¹¨¥ ¬ ²°¨¶» B ¨ C ¢»¡¨° ¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨© ½ª®®¬¨·®© ®¡° ²¨-¬®±²¨ ¨ ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ (¯® ¢®§¬®¦®±²¨) ·¨±«  ®¡³±«®¢«¥®±²¨ ¬ ²°¨¶» A.�®±² ²®·® ¯°®±²®© ¨ ½ª®®¬¨·®© ¨««¾±²° ¶¨¥© ¯°¥¤®¡³±«®¢«¨¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²®¤ ¥¯®«®© ´ ª-²®°¨§ ¶¨¨ ¢ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ �©§¥¸² ²  [2, 8]:B = (G� L)G�1=2; C = G�1=2(G� U ); G = 1! D � �S; Se = �1� !! D + LG�1U�e;£¤¥ G ¨ S | ¤¨ £® «¼»¥ ¬ ²°¨¶», e | ¢¥ª²®° ¨§ ¥¤¨¨·»µ ª®¬¯®¥²,   ! ¨ � | ¨²¥° ¶¨®»¥¯ ° ¬¥²°». � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬ ²°¨¶  A ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥A = �I � L ��1 + �I � U ��1 � �I � L ��1�2I �D ��I � U ��1;L = G�1=2LG�1=2; U = G�1=2UG�1=2; D = G�1=2DG�1=2; u = �I � U �G�1=2u; (12)¨ ³¬®¦¥¨¥   ¥¥ ²°¥¡³¥² ¯° ª²¨·¥±ª¨ ±²®«¼ª®¦¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© (I |¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ ),·²® ¨   ¨±µ®¤³¾ ¬ ²°¨¶³ A.� ¨²¥° ¶¨®»µ ¯°®¶¥±± µ ¤ ®£® ²¨¯  ´®°¬³«» °¥ª³°°¥²®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ª°»«®¢-±ª¨µ ¬¥²®¤ µ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¾²±¿ ¨¤¥ «¼®,   ¢®² ³¬®¦¥¨¥   ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥³¾ ¬ ²°¨¶³ ¢¨¤  (12)²°¥¡³¥² °¥¸¥¨¿ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ± ²°¥³£®«¼»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨ �I�L � ¨ �I�U �,·²® ª ª ° § ¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ª ¬¥¬ ¯°¥²ª®¢¥¨¿.� ¬¥²¨¬, ·²® ±«³· © ²°¨¢¨ «¼®£® ¯°¥¤®¡³±«®¢«¨¢ ¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¥² B = C � I, A = A ¨ ¯°¨ ½²®¬´®°¬³«» (8) ¤ ¾² ª« ±±¨·¥±ª¨© (¿¢»©) ¬¥²®¤ ±®¯°¿¦¥»µ £° ¤¨¥²®¢, ª®²®°»© ®¯²¨¬ «¼® ° ±¯ ° «-«¥«¨¢ ¥²±¿ (¢ ¥¬ «¥£ª® ±®¢¬¥±²¨²¼ ®¯¥° ¶¨¨ ¬¥¦¯°®¶¥±±®°»µ ®¡¬¥®¢ ± ¢»¯®«¥¨¥¬  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ¤¥©±²¢¨©). �¤ ª® ² ª®© ¨²¥° ¶¨®»© ¯°®¶¥±± ±«¨¸ª®¬ ¬¥¤«¥® ±µ®¤¨²±¿, ¨ ½²® ¤¥¬®±²°¨°³¥² ®¡¹¥¥±³¹¥±²¢³¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®:  ¨¡®«¥¥ ½ª®®¬¨·»¥  «£®°¨²¬» µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¯®¢»¸¥®© «®£¨·¥±ª®© ¨¨´®°¬ ¶¨®®© ±«®¦®±²¼¾, ·²® ±¨¦ ¥² ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ¨µ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿.3.3. �«®·»¥ ¨²¥° ¶¨®»¥ ¬¥²®¤». � ¨¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥»¬ ¯³²¥¬ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿ ¬¥²®¤®¢°¥¸¥¨¿ ª° ¥¢»µ § ¤ · ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¿ ° ±·¥²®© ®¡« ±²¨   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® P ¯®¤®¡« ±²¥© (± «¥£ ¨¥¬ ¨«¨ ¡¥§ ¥£®) ¨ ¯®±²°®¥¨¥ ¨²¥° ¶¨®®£® ¯°®¶¥±± , § ª«¾· ¾¹¥£®±¿ ¢ \®¤®¢°¥¬¥®¬"°¥¸¥¨¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ § ¤ · ¢ ¯®¤®¡« ±²¿µ ± ¯®±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡¬¥®¬ ¨´®°¬ ¶¨¥© ¬¥¦¤³ ¨¬¨. �  «£¥-¡° ¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¢ ¯°®±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥ ¬» ¯°¨ ½²®¬ ¯°¨µ®¤¨¬ ª ª°³¯®¡«®·®¬³ ¬¥²®¤³ �ª®¡¨.
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3�¨±. 2. �°¨¬¥° ¡«®·®© ±²°³ª²³°» ����

� ¯°¨¬¥°, ¤«¿ P = 3 ¨±µ®¤ ¿ ���� ¬®¦¥²¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¡«®·®-²°¥µ¤¨ £® «¼®¬¢¨¤¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± °¨±. 2. �¤¥±¼ ¤¨ £® «¼»¥¡«®ª¨ Akk ¤«¿ k = 1; 2; 3 ±®®²¢¥²±²¢³¾² § ¤ · ¬ ¢¯®¤®¡« ±²¿µ,   ± ¬  «£®°¨²¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ¢ ±«¥¤³¾¹¥© ¡«®·®© ´®°¬¥:A = D + C; D = block� diag (Akk);Du = f �Cu; C = �L� U;un+1 = �D�1Cun +D�1f = Tun + f : (13)�°¨ ½²®¬   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨  ¤® ®¡° -¹ ²¼ ¬ ²°¨¶³ D, ·²® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯°¨ ¡®«¼¸®¬·¨±«¥ ³§«®¢ ±¥²ª¨, ².¥. ¯°¨ ¢»±®ª®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯®¤-±¨±²¥¬ ± ¬ ²°¨¶ ¬¨ Akk, ²°¥¡³¥² ¯°¨¬¥¥¨¿ ¢ª ¦¤®© ¯®¤®¡« ±²¨ \¢³²°¥¥£®" ¨²¥° ¶¨®®£®¯°®¶¥±± , ª®²®°»© ² ª¦¥ ¬®¦¥² ®±³¹¥±²¢«¿²¼±¿ ª ª¨¬-²® ¯°¥¤®¡³±«®¢«¥»¬ ¬¥²®¤®¬ ¢ ¯®¤¯°®±²° -±²¢ µ �°»«®¢ . � ª¨¬ ®¡° §®¬ °¥ «¨§³¥²±¿ ¥ª¨© ¤¢®©®© ¨²¥° ¶¨®»© ¯°®¶¥±±, ¢®§¬³¹¥»© ¯® ®²®-¸¥¨¾ ª (13), ¯®±ª®«¼ª³ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¢¬¥±²® ¬ ²°¨¶» ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¥¥ ª ª®¥-²® ¯°¨¡«¨¦¥¨¥. �²®² ´ ª-²®°, ®·¥¢¨¤®, § ¬¥¤«¿¥² ±ª®°®±²¼ ±µ®¤¨¬®±²¨ \¢¥¸¨µ" ¨²¥° ¶¨©. �®¢»±¨²¼ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ² ª®£®ª°³¯®¡«®·®£® ¬¥²®¤  ¬®¦® §  ±·¥² ±®ª° ¹¥¨¿ ®¡¹¥£® ·¨±«  ¢³²°¥¨µ ¨²¥° ¶¨© ¯³²¥¬ ¢»¡®° ±¯¥¶¨ «¼»µ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ª°¨²¥°¨¥¢ ¨µ ®ª®· ¨¿ ( ¯°¨¬¥°,   ¯¥°¢»µ ¢¥¸¨µ ¨²¥° ¶¨¿µ ¯®¤±¨-±²¥¬» ¢ ¯®¤®¡« ±²¿µ °¥¸ ²¼ ¤®±² ²®·® £°³¡®).�°³£®© ¯³²¼ ¯®¢»¸¥¨¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¬¥²®¤  ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ° §«¨·-»µ ²¨¯®¢ \¢³²°¥¨µ" ª° ¥¢»µ ³±«®¢¨©   £° ¨¶ µ ¬¥¦¤³ ¯®¤®¡« ±²¿¬¨. �²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¨§¬¥¥¨¾,¢ ±° ¢¥¨¨ ± (13), ¬ ²°¨·®© ´®°¬» ¨²¥° ¶¨®®£® ¯°®¶¥±± : (D+B)un+1 = f+(B�C)un�1. �¤¥±¼ B |



146 ¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10¥ª®²®° ¿ ¬ ²°¨¶  ± ¥³«¥¢»¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ¢ ¯®§¨¶¨¿µ, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢³²°¥¨¬ ®ª®«®£° ¨·»¬³§« ¬,   ¥¥ ¢»¡®° ¤®«¦¥ ¬¨¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ±¯¥ª²° «¼»© ° ¤¨³± ¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤  (D +B)�1(B � C).�¹¥ ®¤¨ ¯®¤µ®¤ ª ³±ª®°¥¨¾ ¢¥¸¨µ ¨²¥° ¶¨© ®±®¢    ¨±¯®«¼§®¢ ¨¨ ¯®¤®¡« ±²¥© ± ¯¥°¥±¥·¥-¨¥¬ ( «¥£ ¨¥¬). �¤ ª® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¾²±¿ ° §¬¥°» ¯®¤®¡« ±²¥©, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª \³¤®°®-¦ ¨¾" ¢³²°¥¨µ ¨²¥° ¶¨©.� ¶¥«®¬ ¬¥²®¤» ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¨¬¥¾² ° §«¨·»¥ ¢®§¬®¦®±²¨ ª ¯®¢»¸¥¨¾ ±¢®¥© ½´´¥ª²¨¢®±²¨,® ¨ ¬®£® ®²ª°»²»µ ¢®¯°®±®¢, ²°¥¡³¾¹¨µ ¤ «¼¥©¸¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢ [10] ¨ ¶¨²¨°³¥¬»µ² ¬ ° ¡®² µ ¨§³· «¨±¼ ¯¥°±¯¥ª²¨¢»¥ ¯°®¥ª¶¨®»¥ ¬¥²®¤» ¤¥ª®¬¯®§¨¶¨¨. �²® ª ± ¥²±¿ ®²¬¥·¥®©¢»¸¥  ª²³ «¼®©  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ¯°®¡«¥¬» ± ±¥¤«®¢®© ²®·ª®© � A11 A12A21 0 � � u1u2 � = � f1f2 � ; ²® §¤¥±¼¬®£®·¨±«¥»¥ ¯®¤µ®¤» [11] ¡ §¨°³¾²±¿    ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¡«®·®© ¬ ²°¨·®© ´ ª²®°¨§ ¶¨¨� A11 A12A21 0 � = � I 0A21A�111 I � � A11 00 �A21A�111 A12 � � I A�111 A120 I � :�¥ ®±²  ¢«¨¢ ¿±¼   ½²®© ¡®«¼¸®© ¨ ± ¬®±²®¿²¥«¼®© § ¤ ·¥, ¬» ²®«¼ª® ®²¬¥²¨¬, ·²® §¤¥±¼ ² ª¦¥¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤¢³µ³°®¢¥¢»¥ ¨²¥° ¶¨®»¥ ¯°®¶¥±±», ®±®¢ »¥   ¨§¢¥±²®¬  «£®°¨²¬¥ �§ ¢»,  ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬ ²°¨·®£® ¤®¯®«¥¨¿ �³°  A21A�111 A12 ¨   ³±ª®°¥¨¿µ ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ µ �°»«®¢ .4. �¥ª®²®°»¥ ¢®¯°®±» ¢»±®ª®¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼»µ ²¥µ®«®£¨©. � ¤ ®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ®£° ¨-·¨¬±¿ ²®«¼ª® ¥ª®²®°»¬¨ § ¬¥· ¨¿¬¨ ®²®±¨²¥«¼® ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿ ¨ ¯®¢»¸¥¨¿¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¢»·¨±«¥¨© ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¡®«¼¸¨µ ° §°¥¦¥»µ ����. �²¬¥²¨¬, ·²® ®¡¹¥¨±¯®«¼-§³¥¬»¥ ª°¨²¥°¨¨ | ³±ª®°¥¨¥ ¢»·¨±«¥¨© ¯°¨ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·¨ A   p ¯°®¶¥±±®° µ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿½´´¥ª²¨¢®±²¼ ¨µ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ | ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª Rp(A) = T1(A)Tp(A) , Ep(A) = Rp(A)p , £¤¥ Tp(A) |¢°¥¬¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ § ¤ ·¨   p ¯°®¶¥±±®° µ. �±«¨ Rp = p ¨ Ep = 1, ²® ² ª®¥ ³±ª®°¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©-»¬ ¨ ² ª®© ±«³· © ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¨¤¥ «¼»¬. �  ¯° ª²¨ª¥ § · ±²³¾ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¬¨°¨²¼±¿ ± ±¨²³ ¶¨¥©Ep 6 0:5, µ®²¿ ±«³· © Ep < 0:1 ³¦¥ ®¡»·® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª \ª°¨¬¨ «¼»©". �®£¤  ³¤ ¥²±¿ ¤®-±²¨£ ²¼ ¨ ±¢¥°µ«¨¥©®£® ³±ª®°¥¨¿ Rp > p, Ep > 1 ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¥®¤®°®¤®±²¨ ¯ ¬¿²¨ ��� ( ¯°¨¬¥°,¤ »¥ ® § ¤ ·¥ ¬®£³² ¥ ³¬¥¹ ²¼±¿ ¢ ª½¸¥ ®¤®£® ¯°®¶¥±±®° , ® ®¨ ¬®£³² ° §¬¥±²¨²¼±¿ ¢ ª½¸ µ 20¯°®¶¥±±®°®¢, ·²® ¯°¨¢¥¤¥² ª °¥§ª®¬³ ±®ª° ¹¥¨¾ ¢°¥¬¥¨ ° ±·¥² ).�°¥¬¿ °¥ «¨§ ¶¨¨ § ¤ ·¨ Tp ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ (¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨) ¨§ ¢°¥¬¥¨ ¢»¯®«¥¨¿  °¨´-¬¥²¨·¥±ª¨µ ¤¥©±²¢¨© T ap ¨ ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¯°®¶¥±±®°»µ ®¡¬¥®¢ T cp , ª®²®°»¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ª®¬-¬³¨ª ¶¨®»¥ ¯®²¥°¨. �°¨ ±¨µ°®®© ° ¡®²¥ ¯°®¶¥±±®°®¢ ½²¨ ¢°¥¬¥  ®¶¥¨¢ ¾²±¿ (®·¥¼ £°³¡®) ±¯®¬®¹¼¾ ¢»° ¦¥¨© T ap � Na�a; Tc = N0�0 +Nc�c; (14)£¤¥ Na | ®¡¹¥¥ ·¨±«®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©, ¢»¯®«¿¥¬»µ ®¤¨¬ ¯°®¶¥±±®°®¬, N0 | ª®«¨·¥±²¢®¨´®°¬ ¶¨®»µ ®¡¬¥®¢,Nc |®¡¹¨© ®¡º¥¬ ¯¥°¥¤ ¢ ¥¬»µ ¤ »µ (¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ | ½²® ·¨±«® ¯¥°¥±»-« ¥¬»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ± ¤¢®©®© ±² ¤ °²®© ²®·®±²¼¾),   �a, �0, �c | ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¢»¯®«¥¨¿®¤®©  °¨´¬¥²¨·¥±ª®© ®¯¥° ¶¨¨, ¢°¥¬¿ § ¤¥°¦ª¨ ( ±²°®©ª¨) ¯°¨ °¥ «¨§ ¶¨¨ ®¤®© ¯¥°¥¤ ·¨ ¨ ¢°¥¬¿¯¥°¥±»«ª¨ ®¤®£® ·¨±«  ±®®²¢¥²±²¢¥®.�®°¬³«» (14) ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ³²°¨°®¢ ³¾ ¬®¤¥«¼ ¬ ¸¨®£® ¢»·¨±«¨²¥«¼®£®¯°®¶¥±± . � ¯°¨¬¥°,   ª®¬¯¼¾²¥°¥ �¥²¨³¬-4 ¢°¥¬¿ ¤¥«¥¨¿ ±®±² ¢«¿¥² �d = 38� , ³¬®¦¥¨¿ | �m = 7� ,±«®¦¥¨¿ | �ad = 5� , £¤¥ � | ¤«¨²¥«¼®±²¼ ¬ ¸¨®£® ² ª² . �  ¬®£®¿¤¥°»µ ¯°®¶¥±±®° µ ±¨²³ ¶¨¿± ®¶¥ª ¬¨ ¤«¨²¥«¼®±²¨ ®²¤¥«¼»µ  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© § ·¨²¥«¼® ³±«®¦¿¥²±¿. �°®¬¥ ²®£®,¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¢®§¬®¦®±²¨ ±®¢¬¥¹¥¨¿ ¢»·¨±«¥¨© ± ¨´®°¬ ¶¨®»¬¨ ®¡¬¥ ¬¨,   ² ª¦¥ ±¨µ°®®© ° ¡®²» ° §«¨·»µ ¯°®¶¥±±®°®¢. �·¥±²¼ ¢®§¬®¦®±²¨  ¢²®¬ ²¨·¥±ª®£® ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ª®-¢¥©¥°»µ ¢»·¨±«¥¨©, ±¨µ°®¨§ ¶¨¨ ° ¡®²» ° §«¨·»µ  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ³±²°®©±²¢ ¨ ®±®¡¥®±²¨ ¤®-±²³¯  ª ¤ »¬ ¨§ ° §»µ ³°®¢¥© ª½¸  \  °³ª µ" ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¢®§¬®¦®. �®½²®¬³ ½ª±¯¥°¨¬¥-² «¼»¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿  «£®°¨²¬®¢ ¨ ¨µ ®²®¡° ¦¥¨¿    °µ¨²¥ª²³°³��� ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯°®¢®¤¨²¼ ¯° ª²¨·¥±ª¨ \¢±«¥¯³¾" ¢ ³±«®¢¨¿µ ¥ ¤¥¦®±²¨ ¨§¬¥°¥¨© ª®¬¯¼¾²¥°-®© ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¯°¨ ¨µ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ³±«®¢¨© ª®««¥ª²¨¢®© ½ª±¯«³ ² ¶¨¨ ª®ª°¥²®© ���.�¤¥±¼, ª®¥·®, ¥®¡µ®¤¨¬® ª¢ «¨´¨¶¨°®¢ ®¥ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¯°®´¨«¨°®¢¹¨ª®¢ ¨ ¤°³£¨µ ±¨±²¥¬»µ¨±²°³¬¥² °¨¥¢ ¤«¿ ¢»¿¢«¥¨¿ \³§ª¨µ" ¬¥±² ¢»·¨±«¨²¥«¼®£® ¯°®¶¥±± .� ¦® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¯®¢»¸¥¨¿ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ¯°®£° ¬¬®£® ª®¤  ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¥ ¢ ±¢¿§¨± ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¥¬,   §  ±·¥² ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ° §«¨·»µ °¥¦¨¬®¢ ª®¬¯¨«¿¶¨¨ ¨ ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ ¨-±²°³¬¥² °¨¥¢. � ¯°¨¬¥°, ¡¨¡«¨®²¥ª  MKL (Mathematical Kernel Library) ª®¬¯ ¨¨ Intel ±®¤¥°¦¨² °¥ -«¨§®¢ »¥ ½ª®®¬¨·®    ±±¥¬¡«¥°¥ ´³ª¶¨¨ ¨±¯®«¥¨¿ ¥ª®²®°»µ ¢¥ª²®°»µ ¨ ¬ ²°¨·®-¢¥ª²®°»µ



¢»·¨±«¨²¥«¼»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥. 2009. �. 10 147®¯¥° ¶¨©, ª®²®°»¥ ¯®§¢®«¿¾² § ·¨²¥«¼® ³±ª®°¨²¼ ¢°¥¬¿ °¥¸¥¨¿ ����.� § ª«¾·¥¨¥ ¯®¤·¥°ª¥¬ ±³¹¥±²¢¥®¥ ° §«¨·¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®¿²¨¿¬¨ \³±ª®°¥¨¥ ¢°¥¬¥¨ °¥¸¥¨¿§ ¤ ·¨" ¨ \³±ª®°¥¨¥  «£®°¨²¬ ", ¯®±ª®«¼ª³, ª ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, § · ±²³¾  ¨¡®«¥¥ ¯°®¤¢¨³²»¥ ¢²¥®°¥²¨·¥±ª®¬ ®²®¸¥¨¨ ¬¥²®¤» µ³¦¥ ¢±¥£® ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¾²±¿. �®½²®¬³ ¢»° ¡®²ª  ®¡¹¥© ¬¥²®¤®-«®£¨¨ ½´´¥ª²¨¢®£® ° ±¯ ° ««¥«¨¢ ¨¿ ¨ª ª ¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°®¢¥¤¥¨¾ \¸²³·»µ" ¨±±«¥¤®¢ ¨©,  ³°®¢¥ ¨¦¥¥°®£® ¨±ª³±±²¢ , ¯® ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ¯°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¨ ª®ª°¥²»µ  «£®°¨²¬®¢   °¥- «¼®© ª®¬¯¼¾²¥°®© ¯« ²´®°¬¥.������ ����������1. � ¬ °±ª¨© �.�., �¨ª®« ¥¢ �.�. �¥²®¤» °¥¸¥¨¿ ±¥²®·»µ ³° ¢¥¨©. �.: � ³ª , 1978.2. �«¼¨ �.�. �¥²®¤» ª®¥·»µ ° §®±²¥© ¨ ª®¥·»µ ®¡º¥¬®¢ ¤«¿ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©. �®¢®±¨¡¨°±ª:�§¤-¢® ��� �� ���, 2000.3. �«¼¨ �.�. �¥²®¤» ¨ ²¥µ®«®£¨¨ ª®¥·»µ ½«¥¬¥²®¢. �®¢®±¨¡¨°±ª: �§¤-¢® ���¨�� �� ���, 2007.4. �®£ ·¥¢ �.�. �±®¢» ¯ ° ««¥«¼®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿. �.: �����, 2003.5. �«¼¨ �.�. � ° ««¥«¼»¥  «£®°¨²¬» ¤«¿ ¡®«¼¸¨µ ¯°¨ª« ¤»µ § ¤ ·: ¯°®¡«¥¬» ¨ ²¥µ®«®£¨¨ // �¢²®¬¥²°¨¿.2007. 43, Â 2. 3{21.6. �«¼¨ �.�., �»¸ �.�.� ° ««¥«¼»¥  «£®°¨²¬» °¥¸¥¨¿ ° §¤¥«¿¾¹¨µ±¿ ª° ¥¢»µ § ¤ · // � ª²-�¥²¥°¡³°£:�§¤-¢® �®«¨²¥µ. ³-²  (��¡���), 2008. 107{118.7. �«¼¨ �.�., �³§¥¶®¢ �.�. �°¥µ¤¨ £® «¼»¥ ¬ ²°¨¶» ¨ ¨µ ¯°¨«®¦¥¨¿. �.: � ³ª , 1985.8. Andreeva M.Yu., Il'in V.P., Itskovich E.A. Two solvers for nonsymmetric SLAE // Bull. NCC. Ser. Num. Anal.,2003. Iss. 12. 1{16.9. Saad Y. Iterative methods for sparse linear systems. NY: PWS Publish., 1996.10. �«¼¨ �.�. � ¬¥²®¤ µ ±®¯°¿¦¥»µ ¨ ¯®«³±®¯°¿¦¥»µ  ¯° ¢«¥¨© ± ¯°¥¤®¡³±« ¢«¨¢ ¾¹¨¬¨ ¯°®¥ª²®-° ¬¨ // ���. 2008. 419, Â 3. 303{306.11. Benzi M., Golub G., Leisen J. Numerical solution of saddle point problems // Acta Numer. 2005. 14. 1{137.�®±²³¯¨«  ¢ °¥¤ ª¶¨¾10.03.2009


