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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé ìàëîå îáðàòèìîå ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè âîçìóùåíèå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ íå÷åò-
íîé ñòåïåííîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëîé. Äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî ðåøåíèÿ
è óêàçàí âèä âîçìóùåíèÿ, ïðè êîòîðîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñ-
ïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ÊÀÌ-òåîðèè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòèìîå âîçìóùåíèå, ÊÀÌ-òåîðèÿ, èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â êíèãå [4] Äæ. Ëèòëâóä âûäâèíóë ãèïîòåçó îá îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẍ+ g(x) = p(t), p(t+ 2π) = p(t),

ãäå g(x)
x

→∞ ïðè x→∞.
Â ðàáîòàõ [1, 5] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ãèïîòåçà Ëèòëâóäà îòíîñèòñÿ ê ÊÀÌ-

òåîðèè, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîíñåðâàòèâíî,
à îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåàñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-
âîñòü ïî Ëÿïóíîâó áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìåòîäû ÊÀÌ-òåîðèè ïðèìåíèìû íå òîëüêî ê êîíñåðâà-
òèâíûì, íî è ê îáðàòèìûì ïî âðåìåíè ñèñòåìàì, â ÷àñòíîñòè, ê äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ

ẍ+ g(x, ẋ, t) = 0, g(x,−y,−t) = g(x, y, t).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè îáðàòèìûìè âîçìóùåíèÿìè îñöèëëÿòîðà ẍ+x2n+1 = 0, ãäå n �
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íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìîñâÿçàííûõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé äî-
êàçûâàåòñÿ íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî ðåøåíèÿ, âî
âòîðîé � îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé. Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ áûëà àíîí-
ñèðîâàíà â ðàáîòå [1] è ïðè n = 1 äîêàçàíà â êíèãå [2]. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì
ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Èññëåäîâàíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäÿòñÿ
íà îñíîâàíèè åäèíîãî ïîäõîäà, ðàçðàáîòàííîãî â [2].

2. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ðàññìîòðèì îáðàòèìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẍ+ x2n+1 = X(x, ẋ, t), (1)

ãäå X � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì îáðà-
òèìîñòè

X(x,−y,−t) = X(x, y, t). (2)
Â äàëüíåéøåì íà ôóíêöèþ X áóäóò íàêëàäûâàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ, îçíà÷àþùèå,
÷òî óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì óðàâíåíèÿ ẍ+ x2n+1 = 0.

Â óðàâíåíèè (1) âûïîëíèì ïåðåõîä ê ëÿïóíîâñêèì "ïîëÿðíûì" êîîðäèíàòàì [3]
ïî ôîðìóëàì

x = rCsϕ, ẋ = −rn+1Snϕ, (3)
ãäå ôóíêöèè Csϕ, Snϕ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

Cs′ϕ = −Snϕ, Sn′ϕ = [Csϕ]2n+1,

Cs0 = 1, Sn0 = 0.

Ôóíêöèè Csϕ, Snϕ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì T , àíàëèòè-
÷åñêèìè â ïîëîñå |Imϕ| < p0 ôóíêöèÿìè, ÷åòíîé è íå÷åòíîé ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
ýòîì âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(n+ 1)[Snϕ]2 + [Csϕ]2n+2 = 1. (4)

Âûïîëíÿÿ â (1) çàìåíó (3) è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó

ṙ = R(r, ϕ, t), ϕ̇ = rn + Φ(r, ϕ, t), (5)

ãäå
R = −r−nX(rCsϕ,−rn+1Snϕ, t)Snϕ,

Φ = −r−n−1X(rCsϕ,−rn+1Snϕ, t)Csϕ,
(6)

ïðè÷åì â ñèëó (2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè

R(r,−ϕ,−t) = −R(r, ϕ, t), Φ(r,−ϕ,−t) = Φ(r, ϕ, t). (7)
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3. Ðåçóëüòàò ÊÀÌ-òåîðèè
Íèæå, ñëåäóÿ [2], ìû ôîðìóëèðóåì ïîëîæåíèÿ ÊÀÌ-òåîðèè, êîòîðûå áóäóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ṙ = R(r, ϕ, t, a), ϕ̇ = a+ Φ(r, ϕ, t, a), (8)

ãäå ïàðàìåòð a èçìåíÿåòñÿ â êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà

Aγ,τ = {α : |k + lα| > γl−τ},
ãäå k, l ≥ 1 � öåëûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî. Ôóíêöèè R, Φ � 2π-
ïåðèîäè÷åñêèå ïî ϕ, t, âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå ïðè

|Imϕ| < p0, |Imt| < p0, |r| < δ0, a ∈ Aγ,τ +
1

2
γδ0

è óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|R| < pτ+1
0 γδ2

0, |Φ| < pτ+1
0 γδ0. (9)

Åñëè ñèñòåìà (8) îáðàòèìà, à δ0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a0(α),
α ∈ Aγ,τ , è çàìåíà

r = ρ+ ν(ρ, ψ, t, α), ϕ = ψ + u(ψ, t, α), (10)

ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó (8) ïðè a = a0(α) â ñèñòåìó

ρ̇ = P (ρ, ψ, t, α), ψ̇ = α+ Ψ(ρ, ψ, t, α), (11)

ãäå ôóíêöèè P , Ψ, ∂P
∂ρ

àííóëèðóþòñÿ ïðè ρ = 0 . Ôóíêöèÿ a0 èìååò âèä

a0(α) = α+ Γ(α), (12)

ãäå ôóíêöèÿ Γ äîïóñêàåò òó æå îöåíêó, ÷òî è Φ â (9).
Ïðè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ψ0 ïàðà ρ = 0, ψ = αt + ψ0 îáðàçóåò ðåøåíèå

ñèñòåìû (11). Ïîýòîìó ñèñòåìà (8) èìååò ïðè a = a0(α) ñåìåéñòâî êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé

r = ν(0, αt+ ψ0, t, α), ϕ = αt+ ψ0 + u(αt+ ψ0, t, α), (13)

Ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå çàïîëíÿþò èíâàðèàíòíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ
ïî ϕ, t ïîâåðõíîñòü r = F (ϕ, t, α), ãäå F ïîëó÷àåòñÿ èç (10) ïðè ρ = 0.
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4. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó
Ðàññìîòðèì îáðàòèìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), ãäå ôóíêöèÿ

X(x, y, t) îïðåäåëåíà è âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íà â îáëàñòè

|x| < x∗, |y| < x∗, |Imt| < p0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî x, y íå íèæå 2n + 2, åñëè ïåðåìåííîé x
ïðèïèñàòü ïåðâûé ïîðÿäîê, ïåðåìåííîé y � ïîðÿäîê, ðàâíûé n + 1. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëîæåíèè ñèñòåìà (5) èìååò âèä

ṙ = O(rn+2), ϕ̇ = rn +O(rn+1) ïðè r → 0.

Ïîëîæèì
r = ε(c1/n +

√
εz) (14)

ãäå |z| < 1, c ∈ [1/2, 3/2], ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñèñòåìó

ż = εn+1/2Z(z, ϕ, t, c,
√
ε), ϕ̇ = εnc+ εn+1/2Φ1(z, ϕ, t, c,

√
ε), (15)

ÿâëÿþùóþñÿ ïðè êàæäîì c ∈ [1/2, 3/2], |ε| < ε∗ ñèñòåìîé òèïà (8).

Ëåììà. Ïóñòü µ > 0. Ìíîæåñòâî A ÷èñåë α ∈ [µ/2, 3µ/2], óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó

|k + lα| ≥ Kµl−2 (16)
ïðè öåëûõ íåíóëåâûõ k, l ≥ 1 èçìåðèìî è mesA→ µ ïðè K → 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà ÷èñåë α, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâó, ïðîòèâîïîëîæíîìó (16). Äëÿ äàííûõ k, l ìåðà ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåâûøàåò
2µKl−3. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ d > 0 òàêàÿ, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ k, ïðè êîòîðûõ
íåðàâåíñòâî (16) íàðóøàåòñÿ ïðè êàæäîì l, îãðàíè÷åííî ñâåðõó âåëè÷èíîé dl.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà ÷èñåë, íàðóøàþùèõ (16), íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû

µ

∞∑

l=1

2dKl−2 = µO(K) ïðè K → 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ > mesA > µ(1−O(K)) → µ ïðè K → 0.

Äàëåå èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ðàçäåëà ïðè τ = 2, γ = εnK. Íîðìàëè-
çóåì â ñèñòåìå (15) ïåðèîä ïî ϕ ê 2π. Íàðÿäó ñ (15) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ż = εn+1/2Z(z, ϕ, t, aε−n,
√
ε), ϕ̇ = a+ εn+1/2Φ1(z, ϕ, t, aε

−n,
√
ε), (17)
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ïîëó÷åííóþ èç (15) çàìåíîé a = cεn. Óñëîâèå (9) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
√
ε∗ < KM−1p3

0δ
2
0,

ãäåM = sup{|Z|, |Φ1|}. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (17) îáðàòèìà, îíà èìååò èíâàðèàíòíóþ
ïîâåðõíîñòü ñ ðåøåíèåì (13) ïðè a = a0(α) = α + εn+1/2∆(α,

√
ε), ãäå â ñèëó (12)

∆ îãðàíè÷åíà ïðè ε→ 0. Ïàðàìåòð c ñâÿçàí ñ α ôîðìóëîé

c = ε−nα +
√
ε∆(α,

√
ε.

Ôóíêöèþ ∆ ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî α äî ãëàäêîé íà R ôóíêöèè. Ñîãëàñíî ëåììå
mesA → εn ïðè K → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæåñòâà, îáðàçîâàííîãî òî÷êà-
ìè c, ñîîòâåòñòâóþùèìè α ∈ A, ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè K → 0. Êàæäîìó òàêîìó c
ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè
ðåøåíèÿìè.

Òåîðåìà 1. Íóëåâîå ðåøåíèå îáðàòèìîãî óðàâíåíèÿ (1) íåàñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñòè ñèñòåìû (15) îáðàçóþò äâóìåðíûå
öèëèíäðû âîêðóã îñè t, ðàçäåëÿþùèå òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû è ñòÿãè-
âàþùèåñÿ â ñèëó (14) è (3) ïðè ε→ 0 ê ýòîé îñè. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè èíòåãðàëüíûå êðèâûå ëèáî ïðèíàäëåæàò óêàçàííûì èíâàðèàíòíûì
ïîâåðõíîñòÿì, ëèáî íàõîäÿòñÿ ìåæäó êàêèìè-ëèáî äâóìÿ èç íèõ. Òåì ñàìûì îíè
îãðàíè÷åíû ñâåðõó è ñíèçó. Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñòè ñòÿãèâàþòñÿ ê
îñè t, âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ïî Ëÿïóíîâó.
Ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

5. Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), â êîòîðîì

X = εq(t)ẋ+
n∑

k=0

pk(t)x
k, (18)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, q(t) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, p0(t), . . ., pn(t)
� ÷åòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû (3) ïîëó÷èì îáðàòèìóþ
ñèñòåìó (5). Óñëîâèÿ (6) ïðèíèìàþò âèä

R = −εq(t)r[Snϕ]2 − r−nXSnϕ,

Φ = −εq(t)SnϕCsϕ− r−n−1XCsϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r →∞
R = −εq(t)r[Snϕ]2 +O(1),

Φ = −εq(t)SnϕCsϕ+O(r−1).
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Ïîëîæèì
r = ε−1(c−1/n +

√
εz), c ∈ [1/2, 3/2]. (19)

Ïîëó÷èì ïðè ε→ 0 ñèñòåìó âèäà

ż = O(
√
ε), ϕ̇ = c−1ε−n(1 +O(

√
ε).

Ïðèìåì ϕ çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà

dz

dϕ
= O(εn+1/2),

dt

dϕ
= εnc+O(εn+1/2). (20)

Òåîðåìà 2. Åñëè â óðàâíåíèè (1) ôóíêöèÿ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (18), òî
ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ðåøåíèÿ (1) îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ê ñèñòåìå (20), êàê è ê ñèñòåìå (15), ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû
òðåòüåãî ðàçäåëà. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñèñòåìà (20)
èìååò èíâàðèàíòíûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âîêðóã îñè ϕ, ñòÿãèâàþùèåñÿ
â ñèëó (19) è (3) ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5), à çíà÷èò è óðàâíåíèÿ (1),
îãðàíè÷åíû.
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