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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ âèäîâ óñòîé÷èâîñòè
øèðîêîãî êëàññà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñëó÷àéíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ðåøåíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íîì íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â îáùåì è â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è îáîñíîâàíû óñëîâèÿ åå ñóùåñòâîâàíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóìàðêîâñêàÿ öåïü, ñëó÷àéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé, ôóíêöèÿ Ëÿïó-
íîâà, L2-óñòîé÷èâîñòü, ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò êîíå÷íîçíà÷íîãî ìàðêîâñêîãî èëè ïîëóìàðêîâñêî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Òåîðèè ïîëóìàðêîâñêèõ
ïðîöåññîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ï. Ëåâè [16], Â.Ñ. Êîðîëþêà [14, 20], È.Í. Êîâàëåí-
êî [12], Â.Â. Àíèñèìîâà [1], À.Ô. Òóðáèíà [15], È.È. Ãèõìàíà, À.Â. Ñêîðîõîäà [5]
è äð. Ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ïîëó÷èëè íà-
çâàíèå ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Îíè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Â.Ì. Àðòå-
ìüåâà [2], Í.ß. Êàöà, Í.Í. Êðàñîâñêîãî [11] è äð. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
â ñðåäíåì è óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííûé
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, êîòîðûé ðàçðàáàòûâàëè Å.À. Áàðáàøèí [3], Â.È. Çó-
áîâ [9], Ê.Ã. Âàëååâ [4], Ð.Ç. Õàñüìèíñüêèé [19] è äð. Ñèñòåìû ñî ñêà÷êàìè èçó÷àëè
Í.ß. Êàö [10], Í.À. Ïåðåñòþê, À.Ì. Ñàìîéëåíêî [17] è äð.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷íîì è óñëîâèÿ L2-óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì ñ ïîëóìàðêîâñêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è ñëó÷àéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ðåøåíèé. Â ñëó÷àå, êîãäà êîýô-
ôèöèåíòû çàâèñÿò îò ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà è íåò ñêà÷êîâ, ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò
ñ ðåçóëüòàòàìè Í.ß. Êàöà [10].
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ëèíåéíûìè ðàçíîñòíû-

ìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîëóìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè

Xk+1 = A(k, ξk)Xk (k = 0, 1, 2, . . .) (2.1)

è ñêà÷êàìè ðåøåíèé
Xk = Ns(k − kj−1)Xkj−1

, kj−1 6 k 6 kj,

Xkj
= ClsNs(k − kj−1)Xkj−1

, detCls 6= 0 (l, s = 1, . . . , n),

Xk = Nl(k − kj)Xkj
, kj 6 k 6 kj+1,

(2.2)

ðàññìàòðèâàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, , F ), F = {t,∀t > 0} ⊂ [8].
Êîìïîíåíòû âåêòîðà Xk � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå Ω,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èõ êâàäðàòîâ [7, 6]; ξk � ïîëó-
ìàðêîâñêàÿ öåïü, ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé θ1, θ2, . . . , θn ñ èíòåíñèâ-
íîñòÿìè qjs(k) (j, s = 1, . . . , n) ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ θs â ñîñòîÿíèå θj, êîòîðûå â
ìîìåíò t = k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì [18]

qjs(k) > 0,
a∑

k=1

qjs(k) = πjs (j, s = 1, . . . , n),

n∑
s=1

qjs(k) = 1, qs(k) =
n∑

j=1

qjs(k) (s = 1, . . . , n),

(2.3)

Ns(k), Ns(0) = E (s = 1, . . . , n) � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ðåøåíèé íåñòàöèî-
íàðíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Xk+1,s = As(k)Xk,s (s = 1, . . . , n; k = 0, 1, 2, . . .), (2.4)

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé (2.1) â êàæäîé èç ðåàëèçàöèé ïîëóìàðêîâñêîé
öåïè, ò.å., As(k) = A(k, θs).

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé X ÷àñòî èíòåðïðåòèðóþò êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñî-
ñòîÿíèé ñëó÷àéíîé ñðåäû, èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîâî-
êóïíîñòü íàáëþäàåìûõ ñîñòîÿíèé ýòîé ñðåäû. Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàþò ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî èëè êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî ñ σ-àëãåáðîé âñåõ ïîäìíîæåñòâ X. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà îïðåäåëÿþò â ñìûñëå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè [5]. Íàøà öåëü � ïîëó÷åíèå íàäåæíîãî è ïðîñòîãî ìåòîäà èññëåäî-
âàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé òàêîãî êëàññà ñèñòåì, à òàêæå åãî îáîñíîâàíèå.

3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ L2-óñòîé÷èâîñòèðåøåíèé
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ

óòâåðæäåíèé.
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Ëåììà 1. Ïóñòü Xk (k = 0, 1, 2, . . .) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) ñî
ñêà÷êàìè (2.2). Åñëè kj (j = 0, 1, 2, . . .) � cêà÷êè ñëó÷àéíîé öåïè ξk, òî âåêòîð
÷àñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (k,X) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè óñëîâèè k > kj èç
óðàâíåíèé

F (s+ kj, X) = L(s)F (kj, X) (j, s = 0, 1, 2, . . .), (3.1)
ãäå ñòîõàñòè÷åñêèé îïåðàòîð L(s) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

L(s) = ψ(s)R(s) +
k∑

j=1

L(s− j)S(j)R(j). (3.2)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) íàõîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

L(k) = ψ(k)R(k) +
k∑

j=1

ψ(k − j)R(k − j)U(j) (k = 0, 1, 2, . . .), (3.3)

U(k) = S(k)R(k) +
k−1∑
r=1

S(r)R(r)U(k − j) (k = 0, 1, 2, . . .). (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xk, ζk) è çàïèøåì ïëîòíîñòü
åãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå

f(k,X, ζ) =
n∑

k=1

fk(k,X)δ(ζ − θs),

ãäå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [7].
Ââåäåì âåêòîð ÷àñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (k,X) = (f1(k,X), . . . , fn(k,X))∗ (k = 0, 1, 2, . . .) (3.5)

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðà F (k,X), ãäå k � ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïî-
ëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ζk. Â ìîìåíòû ñêà÷êîâ kj âñÿ ïðåäûñòîðèÿ ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà ¾çàáûâàåòñÿ¿, ò.å. íå âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) ïðè
óñëîâèè k > kj. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêèé îïåðàòîð L(s) (s = 0, 1, 2, . . .)
òàêîé, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ (3.1). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îïåðàòîð L(s) èìååò
âèä ìàòðèöû ñ îïåðàòîðíûìè ýëåìåíòàìè

L(s) ≡




L11(s) L12(s) · · · L1n(s)
L21(s) L22(s) · · · L2n(s)
· · · · · · · · · · · ·

Ln1(s) Ln2(s) · · · Lnn(s)


 . (3.6)

Ïîñêîëüêó âñå ìîìåíòû ñêà÷êîâ kj (j = 0, 1, 2, . . .) ðàâíîâåðîÿòíû, òî äëÿ ïðîñòîòû
â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âîçüìåì k = 0. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.1) ïðèíèìàåò
âèä

fk(k,X) =
n∑

s=1

Ljs(k)fs(0, X) (j = 1, . . . , n; k > 0) (3.7)
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Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζk ïðè k = 0 ïîïàäåò â ñîñòîÿíèå θk. Ïðè ýòîì âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ [5]

fk(0, X) ≡ 0, fk(0, X) > 0,

∫

En

fk(0, X)dX = 1.

Ñ âåðîÿòíîñòüþ ψk ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè θk â òå÷åíèå âðåìåíè
k > 0 è ñ âåðîÿòíîñòüþ qsk(τ)dτ â òå÷åíèå âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà [τ, τ + dτ ]
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå θk. Äëÿ ÷àñòíûõ ïëîòíîñòåé fk(k,X) ïîëó÷èì

fk(k,X) = ψk(k)fk(0, N
−1
k (k)X)detN−1

k (k)+

+
∞∑

k=0

∑
qsk(τ)Lks(k − τ)fk(0, N

−1
k (k)C−1

sk X)detN−1
k (τ)|detC−1

sk | (3.8)

fl(k,X) =
∑∑

qskLks(k − τ)fk(0, N
−1
k (k)C−1

sk X)detN−1
k (τ)|detC−1

sk | (3.9)

Ââåäåì ñòîõàñòè÷åñêèå îïåðàòîðû Rs(k) è Ssk îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

Rsf(X) ≡ f(N−1
s (k)X) · |detN−1

s (k)| (s = 1, . . . , n),

Sskf(X) ≡ f(C−1
sk X) · |detC−1

sk | (s, k = 1, . . . , n). (3.10)
Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.8), (3.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L(k)F (0, X) = ψ(k)R(k)F (0, X) +
k∑

j=1

l(k − j)S(j)R(j)F (0, X), (3.11)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

ψ(k) ≡ ‖δriψl(k)‖n
1 , R(k) ≡ ‖δriRl(k)‖n

1 , S(k) ≡ ‖qriSri(k)‖n
1 . (3.12)

Îïåðàòîðíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L(k) ïðèíèìà-
åò âèä (3.2). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà L(k) â óðàâíåíèå (3.2). Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê
ñóììèðîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ îïåðàòîðà U(k)

U(k) = S(k)R(k) +
k−1∑
r=1

U(r)S(k − r)R(k − r) (k = 0, 1, 2, . . .). (3.13)

Àíàëîãè÷íî èùåòñÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (3.13) â âèäå

U(k) = S(k)R(k) +
k−1∑
r=1

S(r)R(r)V (k − r) (k = 0, 1, 2, . . .). (3.14)
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Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà V (k)

V (k) = S(k)R(k) +
k−1∑
r=1

V (r)S(k − r)R(k − r) (k = 0, 1, 2, . . .). (3.15)

Ñîïîñòàâëÿÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.13) è (3.15), ìîæíî ïîëîæèòü

U(k) ≡ V (k) (k = 0, 1, 2, . . .).

Ðàññìàòðèâàÿ çàìåíó (3.14) êàê óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà U(k), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå (3.4), êîòîðîå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äëÿ âûâîäà ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé, ÷åì
óðàâíåíèå (3.3). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1. Òîãäà âåêòîð ìîìåíòîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

M(k) ≡ 〈X(k)〉 =
n∑

k=1

Ms(k)

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ìîìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Vs(k) =
n∑

j=1

qsl(k)CslNl(k)Ml(0) +
k−1∑
j=1

n∑

l=1

qsl(k − j)CslNl(k − j)Vl(j),

Ms(k) = ψ(k)Ns(k)Ms(0) +
k∑

j=1

ψs(k − j)Vs(j), (s = 1, . . . , n),

(3.16)

à ìàòðèöà ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

D(k) = 〈X(k)X∗(k)〉 =
n∑

s=1

Ds(k) (k = 0, 1, 2, . . .)

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòíûõ ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ds(k) = ψs(k)Ns(k)Ds(0)N∗
s (k) +

k∑
j=1

ψs(k − j)Ns(k − j)Ws(j)N
∗
s (k − j)

Ws(k) =
n∑

j=1

qsl(k)CslNl(k)DlN
∗
l (k)(0)C∗sl+

+
k−1∑
j=1

n∑

l=1

qsl(k − j)CslNl(k − j)Wl(j)N
∗
l (k − j)C∗sl

(3.17)

(s = 1, . . . , n; k = 1, 2, . . .)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (3.3) è (3.4) ñïðàâà íà âåêòîð
F (0, X). Ïîëàãàÿ

F (k,X) = L(k)F (0, X), H(k,X) = U(k)F (0, X) (k = 0, 1, 2, . . .) (3.18)

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

F (k,X) = ψ(k)R(k)F (0, X) +
k∑

j=1

ψ(k − j)R(k − j)H(j,X) (k = 0, 1, 2, . . .) (3.19)

H(k,X) = ψ(k)R(k)F (0, X) +
k−1∑
j=1

S(j)R(j)H(k − j,X) (k = 0, 1, 2, . . .) (3.20)

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ

F (k,X) =



f1(k,X)
· · ·

fn(k,X)


 , H(k,X) =



h1(k,X)
· · ·

hn(k,X)


 ,

ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.19) è (3.20) â ñêàëÿðíîé ôîðìå

fs(k,X) = ψs(k)Rs(k)fs(0, X) +
k∑

j=1

ψs(k − j)Rs(k − j)hs(j,X), (3.21)

hs(k,X) =
n∑

l=1

qsl(k)SslRl(k)f1(0, X) +
k−1∑
j=1

n∑

l=1

qslRl(k − j)hl(j,X), (3.22)

s = 1, . . . , n. Ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.21) è (3.22) èñïîëüçóåì äëÿ âûâîäà ñèñòåìû
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ìîìåíòû ñëó÷àéíîãî ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóÿ
âåêòîð ìîìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è ìàòðèöó ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå
âñïîìîãàòåëüíûå âåêòîðû Vj(k) è âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû Wj(k) óìíîæèì ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.21) è (3.22) íà âåêòîð Õ è ïðîñóììèðóåì îò 0 äî áåñêîíå÷íîñòè
ïî Em. Ïîëó÷èì ñèñòåìó âåêòîðíûõ óðàâíåíèé (3.16) äëÿ ìîìåíòîâ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Àíàëîãè÷íî óìíîæèì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.21) è (3.22) íà ìàòðèöó XX∗ è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó Em. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ ìàòðèö ìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà (3.17). Ëåììà äîêàçàíà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.1) [4, 13, 7].
Îïðåäåëåíèå 1. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.1)
íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ñðåäíåì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðå-
øåíèÿ Xk (k = 0, 1, 2, . . .) ñèñòåìû (2.1) âûïîëíåíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
k→+∞

M(k) = lim
k→+∞

〈Xk〉 = 0,

ãäå M(k) ≡ 〈Xk〉 � âåêòîð ïåðâîãî ìîìåíòà îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1).
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Îïðåäåëåíèå 2. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.1)
íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, åñëè ïðè ïðî-
èçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ âûïîëíåíî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
k→+∞

〈‖Xk‖2〉 = 0, ‖X‖2 =
n∑

s=1

|xs|2. (3.23)

Î÷åâèäíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷-
íîì ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

lim
k→+∞

D(k) = 0, D(k) = 〈XkX
∗
k〉 (k = 0, 1, 2, . . .),

ãäå D(k) = 〈XkX
∗
k〉 � ìàòðèöà âòîðîãî ìîìåíòà îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1).

Îïðåäåëåíèå 3. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) íàçûâàåòñÿ L2-óñòîé÷èâûì, åñ-
ëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àéíîãî ðåøåíèÿ Xk ñèñòåìû (2.1) ñõîäèòñÿ ðÿä

I =
∞∑

k=0

〈‖Xk‖2〉. (3.24)

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé â ñðåäíåì ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñèñòåìó ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé (3.16). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.17).
Çàìå÷àíèå 2. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) áóäåò L2-óñòîé÷èâûì, åñëè ñõîäèòñÿ
ìàòðè÷íûé ðÿä

D =
∞∑

k=0

D(k), ãäå D(k) ≡< XkX
∗
k > . (3.25)

Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) L2-óñòîé÷èâî, òî îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, òàê êàê èç ñõîäèìîñòè ìàòðè÷íîãî ðÿäêà (3.25)
âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî îïðåäåëåíèþ.

Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå L2-óñòîé÷èâîñòè). Åñëè äëÿ s = 1, . . . , n ìàò-
ðè÷íûå ðÿäû

Is =
∞∑

k=0

ψs(k)Ns(k)N
∗
s (k)

ñõîäÿòñÿ è Is > 0, òî L2-óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
(2.1) ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

Ws ≡
∞∑

k=0

Ws(k) (s = 1, . . . , n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöû Ds > 0, s = 1, . . . , n, îãðàíè÷åíû, òî èç óñëîâèé
Ds > 0, Ws > 0 (s = 1, . . . , n) è íåðàâåíñòâ

Ds >
∞∑

k=0

ψs(k)Ns(k)WsN
∗
s (k), ρsIs0 > Ds (s = 1, . . . , n)

íàõîäèì íåðàâåíñòâà
∞∑

k=0

ψs(k)Ns(k)(ρsE −Ws)N
∗
s (k) > 0 (s = 1, . . . , n)

îòêóäà ïîëó÷àåì óñëîâèÿ
Ws 6 ρsE (s = 1, . . . , n). (3.26)

Â ñâîþ î÷åðåäü, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà âèäà (3.26), òî èç óðàâíåíèé (3.17)
íàõîäèì íåðàâåíñòâà

Ds 6
∞∑

k=0

ψs(k)Ns(k)(Ds(0) + ρsE)N∗
s (k) (s = 1, . . . , n), (3.27)

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû íó-
ëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.1) ñî ñêà÷êàìè (2.2) áûëî L2-
óñòîé÷èâî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3.17) ïðè óñëîâèè Ds(0) > 0 èìååò ðåøå-
íèå Bs > 0.

2) Ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

B(j+1)
s = Ds(0) +

n∑

l=1

∞∑

k=1

qsl(k)CslNl(k)B
(j)
l N∗

j (k)C∗sl, (3.28)

B(0)
s = 0 (s = 1, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . .).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.17) â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Ââî-
äèì ìîíîòîííûå îïåðàòîðû Lks (k, s = 1, . . . , n)

LslBl =
∞∑

k=1

qsl(k)CslNl(k)BlN
∗
l (k)C∗sl (l, s = 1, . . . , n). (3.29)

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.14) èìååò îãðàíè÷åííîå ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå Bs > 0 (s = 1, . . . , n) ïðè óñëîâèè Ds > 0
(s = 1, . . . , n) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïðèáëèæåíèÿ (3.28). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî èç îãðàíè÷åííîñòè
ìàòðèö Bs (s = 1, . . . , n) èç ôîðìóë (3.29) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ìàòðèö Ds

(s = 1, . . . , n) è, ñëåäîâàòåëüíî, L2-óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé (2.1).
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4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
Ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíå-

íèé (2.1) ñî ñëó÷àéíûìè ïîëóìàðêîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è
ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Ââåäåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

w(k,Xk, ξk) = X∗
kB(k, ξk)Xk, B(k, ξk) > 0 (k = 0, 1, 2, . . .), (4.1)

ãäå ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B(k, ξk) ÿâëÿþòñÿ ïîëóìàðêîâñêèå ôóíêöèè [4]. Äëÿ
çàäàíèÿ ìàòðèöû çàäàåì n ðàçëè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö Bs(k). Ïóñòü kj

(j = 0, 1, 2, . . .) � ñêà÷êè ïîëóìàðêîâñêîé öåïè. Åñëè ïðè óñëîâèè kj 6 k < kj−1

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ξk = θs, òî ïîëàãàåì

B(k, ξk) = Bs(k − kj), ws(k,Xk) = X∗
kBs(k)Xk (s = 1, . . . , n; j = 0, 1, 2, . . .).

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

v =
∞∑

k=0

〈X∗
kB(k, ξk)Xk〉 =

∞∑

k=0

〈w(k,Xk, ξk)〉. (4.2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà v ââîäèì îñíîâíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

vs =
∞∑

k=0

〈w(k,Xk, ξk)(X0 = X, ξ0 = θs)〉(s = 1, . . . , n) (4.3)

èëè
vs(X) = X∗CsX (s = 1, . . . , n),

êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèÿ

vs(X) =
∞∑

k=0

Us(k,X) = X∗
∞∑

k=0

Us(k)X (s = 1, . . . , n),

ãäå

Us(k) = ψs(k)N
∗
s (k)Bs(k)Bs(k)Ns(k)+

+
n∑

l=1

k∑
j=1

qls(j)N
∗
s (j)ClsUl(k − j)C∗lsNs(j) (s = 1, . . . , n). (4.4)

Òîãäà Cs =
∞∑

k=n

Us(k). Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (4.4) ïî k = 0, 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì
ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòðèö Cs:

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 25 (2008)



32 È.À.ÄÆÀËËÀÄÎÂÀ

Cs =
∞∑

k=0

ψs(k)N
∗
s (k)Bs(k)Ns(k)+

+
n∑

l=1

∞∑

k=1

qls(k)N
∗
s (k)C∗lsClClsNs(k) (s = 1, . . . , n). (4.5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Hs =
∞∑

k=0

ψs(k)N
∗
s (k)Bs(k)Ns(k) (s = 1, . . . , n).

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Cs = Hs +
n∑

l=1

∞∑

k=1

qls(k)N
∗
s (k)C∗lsClClsNs(s) (s = 1, . . . , n). (4.6)

Ñèñòåìà (4.6) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.17) è ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â îïåðàòîðíîé ôîðìå

Cs = Hs +
n∑

l=1

L∗slCl (s = 1, . . . , n), (4.7)

ãäå îïåðàòîðû Lsl (s, l = 1, . . . , n) ââåäåíû â ôîðìóëàõ (3.7). Ñóùåñòâîâàíèå ïîëî-
æèòåëüíîãî ðåøåíèÿ Cs > 0 (s = 1, . . . , n) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.5) ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ Bs > 0 (s = 1, . . . , n) ïðè
óñëîâèè Ds(0) > 0 (s = 1, . . . , n) ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.7) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâ-
íîñèëüíî L2-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1). Ïóñòü äëÿ ìàòðèö
Bs(k) (k = 0, 1, 2, . . . ; s = 1, . . . , n) âûïîëíåíî óñëîâèå

λ1E 6 Bs(k) 6 λ2E (λ1 > 0; k = 0, 1, 2, . . . ; s = 1, . . . , n). (4.8)
Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé vs(X) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (3.25) è L2-
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.1). Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 1 è 2.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) áûëî L2-óñòîé÷èâî
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ðàâíîñèëüíûõ óñëî-
âèé:

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.7) ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ Hs > 0 (s = 1, . . . , n) èìååò
ðåøåíèå Cs > 0 (s = 1, . . . , n).

2. Ñõîäèòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû
óðàâíåíèé (4.7)

C(j+1)
s = Hs +

n∑
j=1

∞∑

k=1

qls(k)N
∗
s (k)C∗lsC

(j)
l ClsNs(k) > 0;

C(0)
s = 0 (j = 0, 1, 2, . . . ; s = 1, . . . , n)
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Äëÿ L2-óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè
íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèöàõ Cs > 0
(s = 1, . . . , n) âûïîëíÿëèñü ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà

Cs −
n∑

l=1

∞∑

k=1

qls(k)N
∗
s (k)C∗lsClsNs(k) > 0 (s = 1, . . . , n). (4.9)

5. ×àñòíûå ñëó÷àè
5.1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2.1) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè:

Xk+1 = A(ζk)Xk (k = 0, 1, 2, . . .). (5.1)

Ïîëàãàåì As ≡ A(θs) (s = 1, . . . , n). Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ðåøåíèé ñèñòåì

Xk+1 = AsXk (s = 1, . . . , n; k = 0, 1, 2, . . .)

èìåþò âèä
Ns(k) = As

k (s = 1, . . . , n; k = 0, 1, 2, . . .).

Òîãäà ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.16) ïðèíèìàþò âèä

Ms(k) = ψs(k)A
k
s(k)Ms(0) +

k∑
j=1

ψs(k − j)Ak−j
s Vs(j),

Vs(k) =
n∑

l=1

qsl(k)CslA
k
l (k)Ml(0)+

k∑
j=1

n∑

l=1

qsl(k−j)CslA
k−j
s Vl(j) (s = 1, . . . , n) (5.2)

à ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.17) ïðèìóò âèä

Ds(k) = ψs(k)A
k
sDs(0)(A∗s)

k +
k∑

j=1

ψs(k − j)Ak−j
s Ws(j)(A

∗
s)

k−j, (5.3)

Ws(k) =
n∑

l=1

qsl(k)CslA
k
l Dl(0)(A∗l )C

∗
sl +

k∑
j=1

n∑

l=1

qsl(k − j)CslA
k−j
l Wl(j)(A

∗
l )

k−jC∗sl

s = 1, . . . , n.
5.2. Ïóñòü ïîëóìàðêîâñêàÿ öåïü â ñèñòåìå (2.1) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé è ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ θ1, . . . , θn ñ âåðîÿòíîñòÿìè Ps(k) (s = 1, . . . , n), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ps(k + 1) ≡
n∑

l=1

πslPl(k) (s = 1, . . . , n).
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.2) ïðèíèìàåò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé âèä

Ms(k + 1) =
n∑

l=1

πslCslAlMl(k) (s = 1, . . . , n; k = 0, 1, 2, . . .) (5.4)

ïðè Css = E (s = 1, . . . , n).
Åñëè ñêà÷êè ðåøåíèé îòñóòñòâóþò, ò.å Csl = E (s, l = 1, . . . , n), òî ñèñòåìà

óðàâíåíèé (5.4) ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííîé ñèñòåìîé ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé [12].
Àíàëîãè÷íî ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.3) ïðèìóò

Ds(k + 1) =
n∑

l=1

πslCslAlDl(k)A
∗
lC

∗
sl (s = 1, . . . , n). (5.5)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñêà÷êè ðåøåíèé îòñóòñòâóþò, ò.å. Csl = E
(s, l = 1, . . . , n), ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.5) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé [11].

6. Ïðèìåð
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

xk+1 = a(ξk)xk

ñî ñêà÷êàìè ðåøåíèé
xk+1 = c · xk, c 6= 0,

ãäå ξk � ïîëóìàðêîâñêàÿ öåïü, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òðè ñîñòîÿíèÿ θ1, θ2, θ3 è a(θs) ≡
≡ as (s = 1, 2, 3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà çàäàíû âûðàæåíèÿìè

q12(1) = a, q12(2) = b, q12(3) = 1− (a+ b)
q13(1) = e, q13(2) = d, q13(3) = 1− (e+ d)
q23(1) = k, q23(2) = l, q23(3) = 1− (k + l)

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.28) ïðèìåò âèä

b1 = D1(0) + c2(a · a2
2 + ba4

2 + (1− (a+ b))a6
2)b2 + c2(ea2

3 + da4
3 + (1− (e+ d)a6

3))b3,

b2 = D2(0) + c2(a · a2
1 + ba4

1 + (1− (a+ b))a6
1)b1 + c2(ka2

3 + la4
3 + (1− (k + l)a6

3))b3,

b3 = D3(0) + c2(ea2
1 + da4

1 + (1− (e+ d))a6
2)b2,

è óñëîâèÿ L2-óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

c4 · a2
2 · a2

1(a+ ba2
2 + (a+ ba2

2 + (1− a− b))a4
2)(a+ ba2

1 + (1− a− b)a4
1) < 1

c6a2
1a

2
2a

2
3(a+ ba2

1 + (1− a− b)a4
1)(k + ba2

2 + (1− k − l)a4
2)(e+ da2

3 + (1− e− d)a4
3)+

+c6a2
1a

2
2a

2
3(e+ da2

1 + (1− e− d)a4
1)(a+ ba2

2 + (1− a− b)a4
2)(k + la2

3 + (1− k − l)a4
3)+

+c4a2
1a

2
3(e+ da2

1 + (1− e− d)a4
1)(e+ da2

3 + (1− e− d)a4
3)+
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+c4a2
2a

2
3(k + la2

2 + (1− k − l)a4
2)(k + la2

3 + (1− k − l)a4
3)+

+c4a2
1a

2
2(a+ ba2

1 + (1− a− b)a4
2)(a+ ba2

1 + (1− a− b)a4
1) < 1.

Ïîëó÷åííûìè íåðàâåíñòâàìè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèè îáëàñòåé
íåóñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ a1, a2, a3.

7. Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ L2-óñòîé÷èâîñòè è

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòå-
ìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè ïîëóìàðêîâñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è
îáîñíîâàíû óñëîâèÿ åå ñóùåñòâîâàíèÿ.
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