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Введение 

Интересующие нас задачи 1.5БВРР и 2БВРР 
формулируются следующим образом. 

Задача 1.5ВВРР. Имеется прямоугольная поло­
са заданной ширины РКи неограниченной длины, 
а также набор прямоугольных предметов заданных 
размеров и>/; / ; , / = 1, от. Необходимо определить 
параметры (координаты) упаковки предметов в по­
лосу, занимающую минимальную длину, при сле­
дующих условиях: 
• грани упакованных предметов параллельны гра­

ням полосы; 
• упакованные предметы не пересекаются друг с 

другом и с гранями полосы. 
Исходные данные этой задачи задаются инфор­

мационным вектором (И 7 ; т; у/= (и^, м>г, н> ); 
/ = (/|, / 2 , / т ) ) . Выходные данные: длина X за-

* Работа поддержана РФФИ, проекты 01-01-00510, 02-01-
06331. 

•* Термин 1.50ВРР ввел А. I. Ншхтап в 1980 г. для отличия 
ее от задачи упаковки в листы. 

нятой части полосы и координаты (А'., У:) нижней 

левой вершины каждого прямоугольника, < = 1, т , 
где ось Ох совмещена с нижней полубесконечной 
гранью полосы, а ось Оу — с вертикальной гранью. 

Задача 20ВРР. Имеются прямоугольные листы 
заданной ширины и длины Ь, а также набор 
прямоугольных предметов с размерами IV;, 

< = 1, т. Определить параметры упаковок предме­
тов в минимальное число листов при условиях: 
• ребра листов и прямоугольников параллельны; 
• упакованные предметы не пересекаются друг с 

другом и с гранями листов. 
Информационный вектор для этой задачи 

( I V ; Ь; т\; /). Выходные данные: число л занятых 
листов; координаты (Х1у, прямоугольников / 

в каждом занятом листе V = 1, л . 
Обе задачи являются ИР-трудными, т. е. для 

них не существует точного алгоритма, гарантирую­
щего получение оптимума за полиномиальное от т 
время [1]. Поэтому наряду с точными разрабаты­
ваются и эвристические алгоритмы. Внесение в 
последние элементов случайности значительно по­
вышает их эффективность. Существуют различные 
схемы эвристических и вероятностных алгоритмов. 
Краткий обзор точных и приближенных алгорит­
мов приведен в [2]. В [3] описан асимптотически 
точный подход к решению задачи 1.5БВРР с неко­
торой специальной структурой исходной информа­
ции, использующий простую эвристику "следую­
щий подходящий". В работе [4] показана высокая 
эффективность простых вероятностных эвристик 
для решения задач линейного раскроя. В работе [5] 
описана двойственная схема конструирования ал­
горитмов локального поиска для 1.50ВРР, осно­
ванная на решении прямоугольно ориентированных 
задач линейного раскроя. По двойственной схеме 
могут конструироваться различные алгоритмы — 
от простых однопроходных эвристик до точных ал­
горитмов. Учитывая положительный опыт приме­
нения простых эвристик, мы ограничимся описа­
нием вероятностной реализации эвристики "пер­
вый подходящий" и приведем результаты числен­
ного эксперимента. Для удобства изложения 
вначале повторим основные понятия, связанные с 
"двойственной схемой". 

Задачи прямоугольно ориентированного раскроя 

Базовой в этом параграфе является следующая 
хорошо изученная проблема [6]. 

Рассматриваются задачи упаковки прямоугольников 
в полубесконечную полосу заданной ширины (1.5й ВЫ 
РасЫп% РгоЫет 1.5йВРР**) и в прямоугольные листы 
(2ВВРР). В первой задаче требуется минимизировать 
длину занятой части полосы, а во второй — число ис­
пользованных листов. При этом основной является 
1.5ВВРР. Алгоритм разработан на основе двойственной 
схемы, на каждом шаге которой решаются две задачи 
линейного раскроя. Для них применяется простая эври­
стика "первый подходящий с упорядочиванием "(Ят Лг 
тхк Оесгеа5М§, РРО) с рандомизацией. Алгоритм позво­
ляет быстро получать близкое к оптимуму решение. 
Приведены результаты численного эксперимента. 
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Рандомизированная эвристика 
на базе двойственной схемы для решения 

задачи 1.5БВРР 

Базой для любого вероятностного алгоритма ло­
кального поиска оптимума служит общий метод 
локального спуска, который состоит в выполнении 
следующих процедур: 

1. Инициализация. Выбрать начальное допусти­
мое решение и вычислить для него значение кри­
терия оптимальности. 

2. Поиск соседнего решения. Выбрать допустимое 
соседнее решение из окрестности начального ре­
шения и вычислить для него значение критерия 
(оценочная функция). 

3. Анализ перехода. Проверить, следует ли совер­
шить переход к новому решению; если да, то при­
нять новое решение в качестве текущего, в против­
ном случае предыдущее решение остается текущим. 

4. Конец. Завершить работу алгоритма и вывести 
решение. 

При этом используется двойственная схема 
( К а ш Ь т Ьоса! 5еагсп гЗоиЪМспу, КЬЗО). Процеду­
ры инициализации и поиска соседних упаковок пред­
ставляют последовательное решение пары двойст­
венных задач линейного раскроя. Для поиска со­
ответствующих им Ь-списков 5 и 5 на каждом ша­
ге процесса используется приоритетный список тс, 
и для него применяется алгоритм ВТ с учетом К С 
и дополнительных ограничений Г и 2'. 

К Ь З Б генерирует новый список тс путем пере­
становки всех элементов. Из списка случайно вы­
бирается один элемент, и он занимает первую по­
зицию в новом списке; затем из оставшихся эле­
ментов старого списка случайно выбирается вто­
рой и т. д. до получения нового списка. 

Используя полученный список тс, решаем зада­
чу К.С8Р (алгоритм РТ с учетом Г и 2*) и получаем 
пару (5, /V). К.С8Р* решается с помощью РР с уче­
том Г и 2' и условий N 0 . После того, как найден 
первый попавшийся вариант ( 5 , ЛО, возможны 
следующие случаи: 
• если выполнено условие (3), то переходим к п. 3 

(анализ перехода); 
• если условие (3) не выполнено, то переходим 

к п. 2 (поиск соседнего решения). 
Процедура анализа перехода оставляет лучшую 

из найденных упаковок и оценивает отклонение 5 
(в %) ее длины от лучшего решения КСВР. 

Применение двойственной схемы 
для решения 2БВРР 

Алгоритм сводится к выполнению следующих 
процедур: 

1. Формирование списка 5. При решении КС8Р 
вводится дополнительное условие на добавление 
элемента в список 5: если для элемента} списка тс 

справедливо Ху то элемент добавляется в 
список. 

2. Решение ЯСИР*. Далее, как было ранее опи­
сано, решается КС8Р*. Если допустимое решение 
КС8Р* с учетом N0 найдено, то пара 5и 3 опре­
деляет упаковку очередного листа, иначе форми­
руем новый список п. 

3. Продолжение. Исключаем из списка тс элемен­
ты / 6 5. 

4. Анализ перехода. Если список к не пуст, то пе­
реходим на п. 1, в противном случае конец. 

Вычислительный эксперимент 

Эксперимент проводился для иллюстрации ра­
боты рандомизированной эвристики на базе К Х 8 0 
для решения 1.5БВРР. 

Параметрами генерируемых задач являются: 
РК— ширина полосы; 
т — число прямоугольников; 
Л / 1 И \ > 2 ~ нижняя и верхняя границы ширины пря­

моугольников по отношению к ширине Жполосы; 
со, и в 2 - нижняя и верхняя границы длины пря­

моугольников по отношению к ширине Шполосы; 
I — время решения задачи (в секундах). 
Эксперимент № 1 . Цель эксперимента — уста­

новить зависимость эффективности упаковки от 
числа т заготовок и времени /, отпущенного на 
решение. Параметры эксперимента: \У= 255; 
V, = 0,25; \  -  0,4; со, = 0,15; ш 2 = 0,5 (средние 
прямоугольники); число прямоугольников т = 20, 
40, 60, 80 и время решения I = 5, 10, 15, 20, 25, 30 с. 
При этом решались задачи без разворота прямо­
угольников и с их разворотом на 90°. Число решае­
мых задач каждого класса — 50. Показателем э ф ­
фективности являются средние значения коэффи­
циентов раскроя (СиНщё С о е Ш а е т , СС): СС — без 

разворотов прямоугольников, СС — с разворотом 
прямоугольников на 90'. Результаты приведены в 
табл. 1. Вычисления проводились на ПЭВМ Реп-
1 ш т Ш-933. 

На рис. 1 и 2 изображены графики зависимо­
сти средних значений коэффициентов раскроя 

Таблица 1 
Результаты эксперимента № 1. Набор: у ( = 0,25; У 2 = 0,4; 

т , = 0,15; и 2 = 0,5 

1 

т 

1 20 40 60 80 1 

СС С С СС С С СС С С СС С С 

5 94,15 96,00 95,44 95,70 94,81 94,33 92,04 88,79 
10 94,30 96,20 95,47 96,04 95,57 95,85 95,23 95,53 
15 94,82 95,13 95,52 96.21 95,51 95,73 95,40 95,00 
20 94,18 96,24 95,65 96,21 95,51 95,73 95,36 95,00 
25 94,24 95,92 95,45 95,88 95,40 95,64 95,00 95,16 
30 94,30 96,17 95,57 96,14 96,63 95,82 95,43 95,66 
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Рис. 1. Зависимость СС от времени I без разворотов прямо' 
угольников 

Рис. 2. Зависимость СС от времени I с разворотом прямоуголь­
ников 

( С С и СС) от времени г решения задач для т = 20, 
40, 60, 80. 

Выводы по результатам эксперимента № 1 

1. При развороте прямоугольников коэффициент 
раскроя СС по сравнению с СС увеличивается. Ис­
ключение представляет случай / = 5 с (недостаточно 
времени для получения допустимого решения). 

2. Для г > 10 значения СС распределены в интер­
вале [94,18; 95,63]; СС — в интервале [95,00; 96,24]. 

3. Лучшие значения СС и СС достигнуты при 
от = 40. 

4. С ростом / незначительно возрастают показа­
тели С С и СС. 

5. Для т = 20; 40 рекомендуемое значение I > 15 с; 
для т = 60; 80 - 1 > 25 с. 

Были проведены эксперименты и для других на­
боров данных. Результаты оказались аналогичны 
приведенным, т. е. зависимость СС( СС) от времени 
расчета почти линейная и неизменяемая. Для выбора 
расчетного времени в зависимости от числа т заго­
товок предложена следующая эмпирическая формула: 

г(ш) = 0 ,5т + 10(1_0,01т] + 1). (5) 
Эксперимент № 2 . Цель эксперимента — устано­

вить зависимость показателя эффективности ( С С ) 
от класса задач и проверить справедливость (5). 
Параметры эксперимента: ]У— 1000; т = 20; 40; 
60;...; 180; расчетное время 1(т) найдено согласно (5). 
Проведен эксперимент для трех наборов данных: 

Набор № 1: V , = 0,25; У 2 = 0,4; га, = 0,15; 
м 2 = 0,5. 

Набор № 2: V, = 0,15; * 2 = 0,3; со, = 0,15; 
ш 2 = 0,5. 

Набор № 3: V , = 0,10; ч г = 0,5; и , = 0,15; 
и 2 = 0,5. 

20 40 60 80 100 120 140 160 180 ш 

-Набор 1 
-Набор 2 
- Набор 3 

Рис. 3. Зависимость СС от числа т прямоугольников 

Таблица 2 
Результаты эксперимента № 2 

Расчеты проводились только с разворотом пря­
моугольников. 

т 20 40 60 80 100 120 140 160 180 

Т 20 30 40 50 70 80 90 100 НО 

Набор № 1: V = 0,25; У 2 = 0,4; ш, = 0,15; м 2 = 0,5 

СС 96,2 95,9 95,8 95,5 95,6 95,5 95,6 95,4 95,3 

6 0,5 4,7 2,0 3,5 3,6 3,4 3,5 3,0 2,6 

Набор № 2: у = 0,15; У 2 = 0,3; о = 0,15; ш 2 = 0,5 

СС 96,0 95,5 95,5 95,4 95,3 94,0 93,6 93,0 92,8 

8 2,0 2,2 3,7 2,3 3,13 5,8 7,3 6,1 6,6 

Набор № 3: у = 0 , 1 0 , у 2 . 0 , 5 ; « а ; = 0,15; ш 2 * 0.5 

СС 95,3 95,1 94,5 94,1 93,9 93,3 93,2 92,7 92,0 

5 3,1 2,9 2,8 3,0 3,5 5,3 4,0 5,1 6,5 
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Таблица 3 
Результаты эксперимента № 3 

40 

30 

60 

40 50 

Набор № 4: у , = 0,25; у , = 0,40; с • 0,35; 

Набор № 5: V , =0,10; У 2 = 0,15; ш, = 0,15; 

120 

СС 96,04 96,20 96,19 96,05 96,1 

5 0 5,3 1,8 3,5 2,8 

91,64 91,34 91,36 91,64 89,1 

2,5 6,0 3,9 5,1 8,7 

, = 0,60 

96,12 

2,1 

, = 0,20 

88,5 

8,09 Рис. 4. Поведение К]-&0~мгкого и 9±&Ъ-трудного наборов при 
различных т 

Показатели эффективности: коэффициент рас­
кроя СС и отклонение 5 длины лучшей упаковки 
от решения КС8Р. Результаты приведены в табл. 2, 
графики изображены на рис. 3. 

Выводы по результатам эксперимента № 2 

1. Эмпирическая формула (5) для вычисления 
1(т) оказалась верной для набора 1. 

2. Лучшие результаты получены для набора 1. 
3. Для наборов № 2 и 3 зависимость (5) подтвер­

ждена при т < 100. Вместе с тем при т > 100 э ф ­
фективность снижается незначительно. 

4. Все три набора можно отнести к классу 
КЬ8В-легких. 

Эксперимент № 3. Цель эксперимента — демон­
страция ШЛи-легкого и Щ&Е-трудного наборов. 
Параметры эксперимента: I V = 1000; т - 20; 40; 60; 
80; 100; 120. Время подсчитано по формуле (5). 
Проведен эксперимент для двух наборов данных, 
предположительно ШЛО-легкого и ШВП-трудного. 

Набор № 4: V , = 0,25; У 2 = 0,40; = 0,35; 
га2 = 0,60. 

Набор № 5: у ( = 0,10; У 2 = 0,15; Ю 1 = 0 , 1 5 ; 
со2 = 0,20. 

Расчеты проведены с поворотом прямоугольни­
ков. В первом наборе все заготовки крупные, во 
втором — средние. Общее для этих наборов: ши­
рина каждого прямоугольника мало отличается от 
длины, и размеры каждого прямоугольника мало 
различаются между собой. 

Показателем эффективности служат коэффици­
ент раскроя СС и отклонение 8. Результаты приве­
дены в табл. 3, графики изображены на рис. 4. 

Выводы по результатам эксперимента № 3 

1. Можно назвать набор № 4 И&ЯЯУ-легким, 
а набор № 5 — КЬЗГ}-трудным. 

2. Эмпирическая формула для вычисления 1(т) 
оказалась верной для ШЯТУ-легкого набора № 4, 
СС при этом больше 96 % для различных т. 

3. Для В1,50-трудного набора № 5 падение СС 

произошло при т > 100. Значения СС распреде­
лены на отрезке [88,5; 91,6]. Это самый низкий ре­
зультат из всех рассмотренных наборов. 

* * * 

Предложена простая версия двойственной схе­
мы, использующая рандомизированный алгоритм 
"первый подходящий". Ввиду своей простоты она 
может быть принята в качестве эталона при созда­
нии других версий и алгоритмов. Прежде всего 
можно проводить эксперименты на тех же наборах. 
Однако для полноты представления о поведении ал­
горитмов нужно продолжить эксперимент с ЯЬ8В 
в целях классификации наборов исходной инфор­
мации. 
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