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Введение 
 
Задача стабилизации по состоянию линейно-

го динамического объекта является одной из 
классических задач в теории управления [1] и 
предполагает возможность измерения полного 
состояния системы. Очевидно, что у многих 
реальных объектов состояние измерить полно-
стью невозможно. В связи с этим возникает не-
тривиальная задача стабилизации при отсутст-
вии полной информации о состоянии системы. 
В данной работе предложен подход к синтезу 
закона управления, который обеспечивает ста-
билизацию механических систем, функциони-
рующих в условиях неопределенности. Этот 
подход основан на применении аппарата ли-
нейных матричных неравенств. В качестве при-
мера рассмотрена задача стабилизации дву-
звенного перевернутого маятника при наличии 
информации лишь об угле отклонения его ниж-
него звена. 

 
1. Математическая модель двузвенного 

перевернутого маятника 
 
Рассмотрим плоский двузвенный переверну-

тый маятник, изображенный на рис. 1, со звень-
ями, имеющими одинаковую длину l, и с рав-
ными массами m на концах звеньев. Углы от-
клонения звеньев маятника от вертикали обо-
значим φ1 и φ2, а горизонтальное смещение точ-
ки опоры в плоскости качания маятника – U.  

Составим математическую модель плоского 
двузвенного перевернутого маятника.  

Обозначим ξj, ηj координату j-й массы маят-
ника. Непосредственно из рис. 1 находим, что 

11 sin lU , 11 cos l , 

212 sinsin  llU , 212 coscos  ll . 
Тогда кинетическая T и потенциальная V 

энергии маятника будут иметь следующий вид: 
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Введем функцию Лагранжа L = T – V и за-

пишем уравнения Лагранжа 0
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( 2,1i ) для рассматриваемой системы. Ограни-
чимся малыми углами φ1, φ2 и введем безразмер-

ное время t
l
gt  . Получим уравнения: 
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или в каноническом виде управляемой линей-
ной системы 
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Для системы (1) решим следующую задачу 
управления. 

 
2. Постановка и решение задачи  

стабилизации по состоянию 
 
Пусть доступно измерению nRx  – состоя-

ние системы (1), а значит, все четыре величины: 
углы отклонения звеньев маятника от вертикали 
φ1, φ2 и скорости отклонения звеньев 1 , 2 . 
Требуется построить управление из класса об-
ратных связей по состоянию вида 

xu  ,                             (2) 
где mRu   – управление, Θ – матрица парамет-
ров регулятора соответствующего порядка, при 
котором состояние x = 0 замкнутой системы (1), 
(2) является асимптотически устойчивым по 
Ляпунову. 

Известно, что при выборе управления в виде 
22221111   babau           (3) 

для стабилизации двузвенного маятника (1) по 
состоянию необходимо, чтобы все четыре корня 
характеристического уравнения 
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имели отрицательные действительные части.  
Известен [2] также критерий Рауса–Гурвица: 

для того, чтобы корни полинома  
0...1
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nn cxcxc  
имели отрицательные действительные части, 
нужно, чтобы c0 > 0 и для матрицы 
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все ее главные миноры были положительными 
(Δi > 0). 

В нашем случае эти условия будут иметь 
вид: 

01 c , 03021  cccc , 

0)( 2
1430213  ccccccc , 04 c ,      (4) 

где 
10 c , 11 bc  , )4( 12 ac  , 

)(2 213 bbc  , )1(2 214 aac  . 
Таким образом, получаем систему из 4 урав-

нений. Значения a1, b1, a2, b2, удовлетворяющие 
системе (4), позволяют построить управление 
(3), стабилизирующее двузвенный переверну-
тый маятник по состоянию. 

Нетрудно видеть, что одним из возможных 
управлений является управление вида 

2211 3825613113  u .       (5) 
На рис. 2 приведены графики углов отклоне-

ния φ1 и φ2 1-го (непрерывная линия) и 2-го 
(пунктир) звеньев двузвенного маятника (в ра-
дианах). Начальное отклонение звеньев маятни-
ка в радианах φ1 = 0.0052, φ2 = 0.0035. На ри-
сунке 3 приведен полученный график управле-
ния (5). 

На рис. 4 представлена блок-схема взаимо-
действия объекта, системы измерения и систе-
мы управления объектом. Измеренные значения 
φ1, φ2, 1 , 2  поступают на систему управле-
ния, которая генерирует управление u по закону 
(3) и подает его на объект.  

  
Рис. 2 Рис. 3 
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В задаче были доступны измерению оба угла 
отклонения звеньев маятника от вертикали φ1, 
φ2 и обе скорости отклонения 1 , 2 . Как быть 
в ситуации, когда мы не можем измерить все 4 
величины? Можно ли, зная только φ1, стабили-
зировать двузвенный маятник? 

 
3. Постановка и решение задачи  

стабилизации по выходу 
 
Рассмотрим управляемый объект 

BuAxx  ,                       (6) 
Cxy  , 

где nRx – состояние системы, mRu   – управ-
ление, lRy – измеряемый выход системы. 

Требуется построить динамический регуля-
тор k-го порядка вида 








,
,

yDxCu
yBxAx
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rrrr                    (7) 

где k
r Rx  – состояние регулятора (k ≤ n), xr(0) = 

= 0, обеспечивающего асимптотическую устой-
чивость замкнутой системы (6), (7). 

Представим уравнение замкнутой системы 
(6), (7) при k ≠ 0 в виде 

ccc xAx  , 
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Тогда условие разрешимости поставленной 
задачи сводится к существованию квадратичной 
функции Ляпунова V(x) = xT(t)Xx(t) с матрицей 
X = XT > 0, такой, что по любой траектории сис-
темы выполнено неравенство 0)( xV . Это ус-
ловие эквивалентно следующему матричному 
неравенству: 

0 C
T
C XAXA .                  (9) 

Введя параметры регулятора 
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представим матрицу замкнутой системы (8) в 
виде 

Aτ = A0 + B0θC0, 

где 
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Здесь символ «I» обозначает единичную матри-
цу размера )( kk  . 

Тогда неравенство (9) можно переписать в 
виде матричного неравенства 

.0000000  CXBXBCXAXA TTTT  (11) 
В этом неравенстве матрицы θ и X неизвест-

ны, поэтому оно не является линейным относи-
тельно совокупности переменных θ и X. В на-
стоящее время не существует алгоритмов реше-
ния таких матричных неравенств. Но в то же 
время известны алгоритмы для численного ре-
шения линейных матричных неравенств (на-
пример, с помощью пакета для инженерных 
расчетов MatLab). Если мы зафиксируем θ, то 
получим линейное матричное неравенство от-
носительно X. Аналогично, фиксируя X, полу-
чим линейное матричное неравенство относи-
тельно неизвестных параметров регулятора θ. 

Известно, что линейное матричное неравен-
ство 

ψ + PTQT + QTθP < 0, 
где ψ, P, Q – заданные матрицы, причем ψ – 
симметричная матрица размера ( nn ), P и Q – 
прямоугольные матрицы порядков ( nl  ) и 
( nk  ) соответственно, θ – неизвестная прямо-
угольная матрица размера ( lk  ), разрешимо 
тогда и только тогда, когда 

0 P
T
P WW , 0 Q

T
Q WW , 

где столбцы матриц WP и WQ образуют базисы 
ядер матриц P и Q соответственно, т.е. PWP = 0  
и QWQ = 0. 

Тогда, обозначив 

00 XAXAT ψ , 0CP   и XBQ T
0 , 

получим, что разрешимость матричного нера-
венства (11) сводится к разрешимости системы 
линейных матричных неравенств относительно 
матриц X = XT > 0  и Y = YT > 0 
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в которых Y = X –1 (т.е. таких, что XY = I), а 

столбцы матриц 
0CW  и TB

W
0

образуют базисы 

ядер матриц C0 и TB0  соответственно. 
Если условия (12) выполнены и такие мат-

рицы найдены, то параметры θ искомого регу-
лятора (10) находятся как решения линейного 
матричного неравенства (11) относительно пе-
ременной θ. 

 
Рис. 4 
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Неравенства L1(X,Y) и L2(X,Y) являются ли-
нейными матричными неравенствами относи-
тельно матриц X и Y соответственно. Но есть еще 
одно условие на матрицы, а именно, Y = X –1,   
которое не является линейным и, соответствен-
но, не позволяет легко решать эту задачу специ-
альными программными средствами. Обозна-
чим эту задачу поиска взаимно-обратных мат-
риц X и Y, удовлетворяющих условию (12), как 
Задача 1. 

Для ее решения сначала рассмотрим другую 
задачу. 

Задача 2: найти 
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YXL ),(3 . 

Дополнительное линейное матричное нера-
венство L3(X,Y) ≤ 0 в силу леммы Шура эквива-
лентно неравенствам X ≥ 0 и X ≥ Y–1. Поэтому в 
случае, когда в Задаче 2 λmin = 0, соответст-
вующие матрицы X > 0 и Y ≥ 0 являются также 
решением Задачи 1. 

Для решения Задачи 2 требуется минимизи-
ровать линейную функцию при ограничениях, 
одно из которых 

IYX  1                    (13) 
не является выпуклым и, следовательно, не мо-
жет быть представлено в виде линейного мат-
ричного неравенства. Это обстоятельство вновь 
не позволяет решать Задачу 2 методами выпук-
лой оптимизации. 

В связи с этим рассмотрим еще одну вспо-
могательную задачу. 

Задача 3: найти 
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2,1,  iGG T
ii , – некоторые заданные матрицы. 

В Задаче 3 по сравнению с Задачей 2 вместо 
неравенства (13) стоит линейное матричное не-
равенство F(X, Y, G1, G2) ≤ λI. Представим 
функцию F(X, Y, G1, G2)  в виде 
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Нетрудно видеть, что в силу неравенства X ≥ Y–1 
функция F(X, Y, G1, G2) ≥ 0, и когда матрицы G1 = 
= – Y–1, G2 = – X–1 и величина λmin = 0, то соот-
ветствующие решения X и Y Задачи 3 являются 
и решением Задачи 2. 

Тогда алгоритм поиска взаимно-обратных 
матриц можно представить следующим образом: 

Алгоритм 
Шаг 1) полагаем j = 0. 
Шаг 2) фиксируем матрицы )(

11
jGG   и 

)(
22

jGG  . 
Шаг 3) решаем Задачу 3, например, с по-

мощью команды mincx пакета MatLab и нахо-
дим λj+1, Xj, Yj. 

Шаг 4) задаем 1)1(
1

  j
j YG  и 1)1(

2
  j

j XG . 
Шаг 5) если разность между двумя итера-

циями |λj – λj–1| < ε, где ε – некоторое заданное 
значение, то взаимно-обратные матрицы X = XT > 
> 0 и Y = YT > 0 найдены и Алгоритм останав-
ливается. Иначе полагаем j = j + 1 и переходим 
на Шаг 2). 

Сходимость алгоритма доказана ниже в Ут-
верждении 1. 

В случае поиска регулятора полного поряд-
ка, т.е. при n = k, поиск стабилизирующего ре-
гулятора может быть осуществлен следующим 
образом [3]. 

Матрицы X и Y, входящие в линейные мат-
ричные неравенства (12), имеют размерность 
2n, где n – размерность матрицы A. Очевидно, 
что чем выше размерность матриц, тем больше 
времени необходимо для поиска решения, тем 
больше будет погрешность вычислений. Поэто-
му прежде чем решать эти неравенства, проана-
лизируем их. В соответствии с блочной струк-
турой матрицы A0 представим матрицы  X и Y в 
блочном виде 
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Тогда неравенства (12) примут вид 
,0)1111(  TB

TT
TB

WAAYW Y  

0)1111(  C
TT

C WAAW XX .        (15) 
Здесь матрицы X11 и Y11 размера )( nn не 

являются взаимно-обратными, но являются 
блоками взаимно-обратных матриц. Известна 
форма Фробениуса для обращения блочной 
матрицы. Из нее следует, что при выполнении 
неравенства 01

1111   VY X , которое по 
лемме Шура эквивалентно условию 

0
1

1

11

11 







Y

X
,                 (16) 

выбор соответствующих Y12 и Y22 может быть 
осуществлен следующим образом: Y12 = Y22 = V. 

Таким образом, в случае n = k для поиска за-
кона управления вида (7), который обеспечива-
ет асимптотическую устойчивость замкнутой 
системы (6), (7), необходимо: 
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1. Решить систему линейных матричных не-
равенств (15), (16) относительно матриц 

01111  TXX  и 01111  TYY  при заданном на-
чальном состоянии x0. 

2. Восстановить матрицу  

.1
1111

1
1111

1
111111















 



XX
X

YY
YYY  

3. Подставить эту матрицу в неравенство 
(11) и, решив линейное матричное неравенство 
относительно неизвестной матрицы θ, найти 
параметры регулятора (10). 

 
4. Результаты численного эксперимента 

 
Как было получено выше, математическая 

модель двузвенного маятника имеет вид (1), т.е. 
объект описывается уравнением 
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Пусть мы можем измерять только угол откло-
нения φ1 нижнего звена маятника от вертикали. 
Тогда измеряемый выход системы (6) имеет вид: 

y = x1. 
Требуется синтезировать динамический ре-

гулятор третьего порядка. 
Численное решение в MatLab заняло 9 ите-

раций. Начальное отклонение звеньев маятника 
в радианах φ1 = 0.0052, φ2 = 0.0035. В таблице 1 
приведен полученный при этом динамический 
регулятор (10) и полюса замкнутой системы (8), 
определяющие качество переходного процесса. 

На рис. 5 приведен полученный график 
управления (7). Рисунок 6 представляет собой 
графики углов отклонения φ1 и φ2 1-го (непре-
рывная линия) и 2-го (пунктир) звеньев дву-
звенного маятника (в радианах). 

При поиске при тех же начальных условиях 
регулятора полного порядка (случай n = k) по-
лучен следующий динамический регулятор (10) 
и полюса замкнутой системы (8), определяю-
щие качество переходного процесса (табл. 2). 

На рисунке 7 приведен полученный график 
управления (7). Рисунок 8 представляет собой 
графики углов отклонения φ1 и φ2 1-го (непре-
рывная линия) и 2-го (пунктир) звеньев дву-
звенного маятника (в радианах). 

Таблица 1 
Динамический регулятор Полюса замкнутой системы 























 252.0946-     146.3035-   287.6369    84.6103- 

71.1643-       41.6514-    78.0305      19.9244- 

107.2983-     61.8659-     119.1331    32.2399- 

253.0056-    146.5238-   287.3701    82.9655- 

 

 0.3216-  

  0.7283i  0.2815-  

  4.2621i  0.6969-  

  0.0622i  1.6028-  







 

 

Таблица 2 
Динамический регулятор Полюса замкнутой системы 

  = 310  

























0.0021-   0.0010-   0.0000     0.0000     0.0000-   

0.3760     0.0046-   0.0000     0.0002     0.0001-   

0.3886     0.2002-   0.0001-   0.0004     0.0005-   

0.7390-   1.0172     0.0072-   0.0035-   0.0033     

0.7272     1.1617     0.0068-   0.0046-   0.0023     

 

   0.2397-  

          0.2878-  

          1.1193-  

          1.5804-  

1.9215i  0.5554-  

2.3425i  0.7954-  





 

 

  
Рис. 5 Рис. 6 
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5. Заключение 
 
В работе решена задача стабилизации дву-

звенного перевернутого маятника при наличии 
возможности измерения только угла отклонения 
нижнего звена. В процессе решения был пред-
ложен алгоритм решения Задачи 1. 

Предложенный подход к синтезу закона 
управления обеспечивает стабилизацию меха-
нических систем, функционирующих в услови-
ях неопределенности, и позволяет моделировать 
управление, например, в электрических схемах, 
без точного вычисления силы тока или в меха-
нических системах без точного вычисления 
скоростей. При построении управления по со-
стоянию вида (3) необходимо знать 1  и 2 . 
Датчики снимают показания в некоторые дис-
кретные моменты времени, а численное нахож-
дение производной несет в себе ошибки вычис-
ления. Отсутствие же необходимости вычис-
лять производную позволяет улучшить качество 
управления и дает систему управления без оши-
бок, порожденных ее неточным вычислением. 

Утверждение 1. Для любых начальных мат-
риц )0(

1G  и )0(
2G  числовая последовательность λj, 

генерируемая алгоритмом, является невозрас-
тающей, и существуют следующие пределы: 

*
lim 

 jj
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Доказательство. Рассмотрим изменение спект-
рального радиуса матрицы F(X, Y, G1, G2) по 
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Поскольку на (j + 1)-й итерации λ принимает 
минимальное значение при X = Xj+1, Y = Yj+1, то 
выражение в первых квадратных скобках непо-
ложительно в силу алгоритма. 

Рассмотрим разность двух матриц, фигури-
рующих во вторых квадратных скобках. Исполь-
зуем то, что 1

1
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Поскольку из неравенства A – B ≤ 0 следует, 
что ρ(A) ≤ ρ(B), получаем, что Δρ ≤ 0, т.е. что 
последовательность ρj является невозрастаю-
щей. 

Из неравенства L2(X,Y) ≤ 0 следует, что X ≥  
≥ Y–1, следовательно, функция F(X, Y, G1, G2) ≥ 0 
и, следовательно, ρj ≥ 0. 

Последовательность ρj является невозрас-
тающей и ограниченной снизу, следовательно, 
она сходится, откуда в силу непрерывности 
функции спектрального радиуса и следует су-
ществование указанных в теореме пределов. 

Из Утверждения 1 следует, что при оста-
новке алгоритма возможны две ситуации. В 
случае, когда λ* = 0, X*Y* = I и матрицы X*, Y* 
являются решениями Задачи 1. Во втором слу-
чае, когда λ* > 0, нельзя сделать определенного 

  
Рис. 7 Рис. 8 
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вывода о разрешимости Задачи 1. В этом слу-
чае целесообразно повторить алгоритм поиска 
взаимно-обратных матриц при других началь-
ных условиях )0(

11 GG   и )0(
22 GG  , как это 

обычно делают в задачах глобальной оптимиза-
ции. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке 

РФФИ (коды проектов 10-01-00514, 11-01-00215 и 11-
01-97022 р-поволжье). 
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OUTPUT FEEDBACK STABILIZATION OF A TWO-ELEMENT INVERTED PENDULUM 
 

A.A. Fedyukov 
 
The output feedback stabilization problem for a dynamic object is considered. It is shown that the solution of the 

problem in the case of a reduced-order controller is reduced to the search of two mutually inverse matrices satisfying 
matrix inequalities. A search algorithm for these matrices is proposed and its convergence conditions are shown. A 
model for a two-element inverted pendulum has been constructed and its output feedback stabilization problems for 
full and reduced order controllers have been solved. 

 
 Keywords: stabilization, control, linear matrix inequalities. 


