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Задача

Синтез оптимальных ре�
гуляторов дискретно�не�
прерывных систем.

Программные
средства

MATLAB
Simulink
Control System Toolbox
Symbolic Math Toolbox

Результаты

Метод построения регу�
лятора в задаче средне�
квадратичной оптимиза�
ции для гибридных сис�
тем.

Об одном подходе к синтезу
дискретно�непрерывных

систем в среде MATLAB

Л. А. ЯнковскаяУДК 517.977.5

Целью работы является рассмотрение
нового метода построения оптимального
регулятора в задаче среднеквадратич�
ной оптимизации для дискретно�непре�
рывных систем и его реализация с помо�
щью инструментальных средств MATLAB.
Преимущество данного метода состоит в
том, что он позволяет получать опти�
мальное управление по алгоритму, не
требующему решения вспомогательного
полиномиального уравнения. Существо
метода поясняется на конкретном при�
мере с указанием совокупности реализу�
ющих его функций.
Статья предназначена для специалистов,
занимающихся решением задач иссле�
дования и проектирования гибридных
систем управления — систем, которые
наиболее адекватно отражают реальные
управляемые процессы. Она может быть
полезна для аспирантов и студентов со�
ответствующих специальностей при ре�
шении прикладных задач с применением
системы MATLAB.

1. Введение
В настоящее время развитие автоматическо�

го управления характеризуется широким внедре�

нием средств вычислительной техники при уп�

равлении непрерывными динамическими объек�

тами и процессами. Системы, в которых

непрерывный объект

управляется цифровым

регулятором, являются

гибридными по своей

природе, так как содер�

жат непрерывные и дис�

кретные элементы, ко�

торые описываются

дифференциальными и

разностными уравне�

ниями соответственно. Более того, при рассмот�

рении в непрерывном времени они являются не�

стационарными, что исключает применение

классических методов теории управления, разра�

ботанных для стационарных линейных непре�

рывных и дискретных систем. Выбор дискретных

законов управления для непрерывных динами�

ческих объектов обеспечивается в настоящее вре�

мя преимущественно одним из двух следующих

способов.

1. Для исследуемой системы выбирается не�

который непрерывный закон управления, кото�

рый затем заменяется дискретной аппроксимаци�

ей в соответствии с выбранной схемой численно�

го интегрирования.

2. Дискретный закон управления находится

по дискретной модели объекта.

Оба указанных подхода обладают принципи�

альными недостатками.

В первом подходе возникает вопрос о выборе

способа дискретной аппроксимации непрерыв�

ного закона управления, что приводит к задачам

не менее сложным, чем исследование исходной

непрерывной системы.

Во втором подходе игнорируется межтакто�

вое поведение системы, что в ряде случаев недо�

пустимо. Кроме того, далеко не во всех случаях

возможно построить дискретную модель объек�

та. Например, в тех случаях, когда внешнее возму�

щение приложено к непрерывным элементам си�

стемы, понятие дискретной модели вообще теря�

ет смысл.

Одним из наиболее перспективных методов

описания дискретно�непрерывных моделей, в

которых непрерывный объект управляется циф�

ровым регулятором, является метод, основанный

на понятии параметрической передаточной фун�

кции (ППФ) [1], предложенный Е. Н. Розенвассе�

ром. Метод позволяет исследовать непрерывно�

дискретные системы в частотной области и при�

водит к относительно простым алгоритмам ана�

лиза и синтеза. В работе К. Ю. Полякова [2]

предложен метод синтеза оптимальных в смысле

квадратичного функционала замкнутых систем

стабилизации, основанный на применении спе�

циального множества стабилизирующих регуля�

торов. Задача сводится к решению полиномиаль�

ного уравнения, из которого находятся полино�

мы, входящие в числитель и

знаменатель передаточной

функции оптимального ре�

гулятора. Будем придержи�

ваться общего подхода и си�

стемы обозначений, введен�

ных в работе [2].

В статье предлагается

новый метод решения зада�

чи квадратичной оптимиза�

ции одномерной замкнутой системы, который

позволяет построить регулятор непосредственно

по исходным данным без необходимости реше�

ния вспомогательного полиномиального уравне�

ния по аналогии с подходом, принятым в ра�

боте [3].

2. Основные понятия и обозначения
Пусть T  — интервал квантования,

2 /s Tω = π  — частота квантования. Для дробно�

рациональной передаточной функции ( ),F s
имеющей полюса is  ( 1,..., ),i k=  введем обозна�

чения

( )
1

( ) ,i
k

s T
F

i
d e−

=

ζ = ζ −∏
( )deg .F Fd kδ = ζ =

Системы, в которых непрерывный
объект управляется цифровым ре�
гулятором, являются гибридными
по своей природе, так как содер�
жат непрерывные и дискретные

элементы, которые описываются
дифференциальными и разностны�

ми уравнениями соответственно.
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Будем использовать также дискретное преоб�

разование Лапласа [4]

( ) ( ) ( )1, , ,ss kj t
F s

k
D T s t F s kj e

T

∞
+ ω

=−∞

= + ω∑

( ) ( ) ( )exp, , , , | .F F sTD T t D T s t − =ζζ =

Как показано в работе [1], знаменателем фун�

кции ( , , )FD T tζ  при любом t  является полином

( ).Fd ζ  Введем обозначения для произведения пе�

редаточных функций ( )F s  и ( ):G s

( ) ( ) ( ),FG F Gd d dζ = ζ ⋅ ζ

( ) ( )1 / .sT
hG e s−ζ = −

Пусть ( )yz t  и ( )uz t  — сигналы, являющиеся

результатом прохождения выходного сигнала

( )y t  и управляющего сигнала ( )u t  через устой�

чивые динамические фильтры с передаточными

функциями 1( )V t  и 2 ( )V t  соответственно.

В качестве критерия квадратичной оптимиза�

ции примем функционал

( ) ( )2 2 2 2

0

1lim [ ] .
T

y u y uT
I z z z t z t dt

T→∞
= + = +∫

Требуется найти регулятор с передаточной

функцией ,W  обеспечивающий устойчивость

замкнутой дискретно�непрерывной системы и

минимум квадратичного функционала .I

4. Синтез оптимального регулятора
Как показано в [1], если ( )tϕ  и ( )m t  — статис�

тически независимые единичные белые шумы, то

дисперсии сигналов ( )yz t  и ( )uz t  могут быть

найдены по формулам

( ) ( )(

( ) ( ))

2 1( ) , , , ,
2

, , , , ,

j

y wy wy
j

my my

z t W T s t W T s t
j

W T s t W T s t ds

∞

− ∞

= − +
π

+ −

∫
   (4.1)

( ) ( )(

( ) ( ))

2 1( ) , , , ,
2

, , , , ,

j

u wu wy
j

mu mu

z t W T s t W T s t
j

W T s t W T s t ds

∞

− ∞

= − +
π

+ −

∫
   (4.2)

где ( ), ,ijW T s t  обозначает ППФ системы от вхо�

да i  к выходу ,jz
( ) ( )

1 2 12 1, , , ,
hwy w F F HV GW s t F F V G T s t U = − Φ

( ) ( )
1 2 1

, , , ,
hmy m F F HV GW s t F G T s t U= − Φ

( ) ( )
22, , , ,
hwu w HV GW s t F F G T s t U= − Φ

( ) ( )
2

, , , .
hmu m HV GW s t F G T s t U= − Φ

Здесь дробно�рациональная функция

( ) ( )
1 2

1 , , 0
hF F HGG

WU s
WD T s

=
+

представляет собой аналог функции чувствитель�

ности по управлению для непрерывных и диск�

ретных систем.

Если подставить эти ППФ в (4.1) и (4.2) и вы�

числить средние дисперсии, то после дискрети�

зации функционала с переходом к переменной ζ
получим интеграл

( )1
2 Ã

dI X
j

ζ= ζ
π ζ∫! (4.3)

от некоторой квадратичной формы

( ) * * * ,X AUU BU B U Eζ = − − +

где интегрирование ведется вдоль единичной ок�

ружности.

Будем считать, что справедливы следующие

допущения.

1. Система невырождена, т. е. период T  — не�

патологический, а передаточная функция разом�

кнутой системы 1 2F F HG  является несократимой.

( ) ( ) ( ) ( )1, , .ss kj t
FG s s

k
D T s t F s kj G s kj e

T

∞
+ ω

=−∞

= + ω + ω∑
Для всех функций переменной ,s  которые

фактически являются функциями от ,sTe−ζ =  в

дальнейшем будем использовать обозначение

( ) ( ) exp( )| ,sTF F s − =ζζ =
знак «*» будет обозначать замену s  на ,s−  а для

функций переменной ζ  — замену ζ  на 
1.−ζ

Любой полином ( ),f s  не имеющий корней

на единичной окружности, можно представить в

виде ( ) ( ) ( ),f f f+ −ζ = ζ ζ  где ( )f + ζ  — устойчи�

вый полином (не имеющий корней внутри и на

границе единичного круга), а ( )f − ζ  — неустой�

чивый.

3. Постановка задачи
Аналогично [2], будем рассматривать непре�

рывно�дискретную систему управления, изобра�

женную на рис. 1. Здесь объект управления состо�

ит из двух звеньев с передаточными функциями

1( )F s  и 2 ( ),F s  ( )H s  — передаточная функция

привода, ( )G s  — динамическая обратная связь,

( )W ζ  — цифровой регулятор с передаточной

функцией

( ) ( )
( )

1

2

,
W

W
W

ζ
=ζ

ζ

где 1( )W ζ  и 2 ( )W ζ  — полиномы, причем для фи�

зически реализуемого алгоритма управления

2 (0)W  не равно нулю. Внешними возмущениями

являются ( )tϕ  и помеха измерения ( ),m t  кото�

рые проходят через устойчивые формирующие

фильтры ( )F sϕ  и ( )mF s  соответственно. Сигна�

лы ( )tϕ  и ( )m t  описываются (без ограничения

общности) как независимые единичные белые

шумы. Передаточную функцию формирующего

элемента обозначим через ( )hG s  и будем считать,

что используется фиксатор нулевого порядка, для

которого

 Рис. 1. Блок�схема

замкнутой дискретно�

непрерывной системы.
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2. Функция 1 2F F HG  строго правильная.

3. Функция 1F HG  не имеет полюсов на мни�

мой оси.

4. Функции

( ) ( )* * * *
1 2 2 ,m mA s F F F F F F GGϕ ϕ= +

( ) * * *
0 2 2 1 1 2 1,B s F F F F GV F F HVϕ ϕ=

( )0 2 1E s F FVϕ=

строго правильные.

5. Передаточные функции фильтров ,Fϕ  ,mF
2 ,V  1V  асимптотически устойчивы.

С учетом введенных выше обозначений мож�

но записать

( )
1

2 2

1
*, , 0 ,

m m

A
F F F G F F F G

D T
d d

ϕ ϕ

α
ζ =

( )
2

1 2 1 2 1 2 1 2

2
*, , 0 ,A

F F HV V F F HV V

D T
d d

α
ζ =

( )
1 2 2 1 1 2 2 1

* ,
F F F F HGV F F F F HGV

B
d d

ϕ ϕ

βζ =

( )
2 1 2 1

* ,
F F V F F V

E
d d

ϕ ϕ

εζ =

где функции 1,α  2 ,α  ,β  ε  — являются квазипо�

линомами, т. е. имеют вид

1 1
1 1... .n n m m

n n m ma a a a− − + −
− − + −ζ + ζ + + ζ + ζ

Построим дискретную передаточную функ�

цию разомкнутой системы

( )
( )1 2

,
hF F YGG

n
D

d
ζ

=
ζ

где ( )n ζ  и ( )d ζ  — полиномы, причем (0) 0n =  и

1 2
( ) ( ).F F HGd dζ = ζ  Далее найдем устойчивый по�

лином ( )g ζ  в результате факторизации
*

1 2 ,gg = α α

и пусть δ  — минимальное целое неотрицатель�

ное число, для которого функции

( )
2

* *
1 ,

mF V
d δη ζ = β ζ  ( ) *

2 g δη ζ = ζ

суть полиномы. Как показано в работе [2], при вы�

полнении этих условий оптимальный стабилизи�

рующий регулятор ( )W ζ  может быть найден как

( ) ( )
( )

211

2

,mF V
d d NW

W
W D

+ζ
ζ = =

ζ

где полиномы { , , }N D π  являются минимальным

относительно π  решением системы уравнений

2 1 2

2 1

* * *
1

*
1 1

;

,
m

m

F F V F V

F F F V

g N d d d

g d D nd d
ϕ

ϕ

δ − δ

δ − −

ζ + π = β ζ

ζ − π = ω

"

"

при обозначении

( )
11 ,F HGd dζ =

( ) ( )2 2

2

* * *

.m mF V F V

F

g g nd d

d

δ−β ζ
ω ζ =

Сформулируем аналогичное утверждение,

которое позволяет построить оптимальное

управление непосредственно по исходным дан�

ным задачи.

Пусть выполняются условия 1–5, тогда функ�

ция оптимального стабилизирующего регулято�

ра, минимизирующего критерий (4.3), имеет вид

( ) ( )
( )

1

2

,
W

W
W

ζ
ζ =

ζ

где

( )2 2 2 1

* *
1 1

1 * ,m mF V F V F F Vd d d d Rd
W

g
ϕ

+ δ −

δ

ζ β −
=

ζ

"

( )2 2 2 2 1

2

* *
11 1 1 1 1

2 *
1

*
,m m mF V F V F F F V V

F

n d d d Rdgd d gd d n WW
d dg d d

ϕ

− δ+ − + −

− δ

β ζ − −
= − =

ζ

"" "

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

,
n

i

i i i i

P S p
R

p Q p P p=

ζ
ζ =

′ζ −∑

( ) *
1 .P d g− δζ = ζ

Здесь ip  — корни полинома ( )P ζ  (предполага�

ется, что они простые),

( )
1 2 2

.
mF F V V FQ d d

ϕ
ζ =

Если ip  — корень полинома 
* ,gδζ  то

( )
2 2

* *
1 ,

m mF V F VS d d d− δζ = β ζ"

если ip  — корень полинома 1 ,d −
 то

( ) ( )2 2

* * *
1

1 .
m mF V F V

i

S d d d g g
n p

− δ 
= β − ζζ    
"

Знак «~» обозначает сопряженный полином, т. е.

такой, в котором порядок следования коэффици�

ентов обратный по отношению к исходному.

Заметим, что синтез оптимального регулято�

ра по приведенным формулам удобно осуществ�

лять в среде MATLAB по схеме, иллюстрируемой

следующим примером.

5. Пример синтеза
Рассмотрим пример построения оптимально�

го регулятора для следующих передаточных фун�

кций

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 2

1 , 1,
1

1, 0,

1, 0, 1.
m

F s F s H s G s
s
F s F s

V s V s T
ϕ

= = = =
−

= =

= = =

С помощью инструментальных средств паке�

та MATLAB находим

( ) ( )
( )

( )
2

1 1.7183, , 0 ,
2.7183hF G

n e
D T

d e
ζ − ζ − ζζ = = =
ζ ζ − ζ −

( ) ( )
( )( ) ( )( )1

1

1 1

3.1945, , 0 ,
2 2.7183 2.7183A

e e
D T

e e

−

− −

− −ζ = =
ζ − ζ − ζ − ζ −

( ) ( )( )
( )( )2 1

0.47625 0.25342 3.9461
, , 0 ,

2.7183 2.7183AD T
−

ζ + ζ + ζ
ζ =

ζ − ζ −
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function zet=zet(p)

syms s z w;

zet1 = ztrans(ilaplace(p));

zet = simplify(subs(zet1, z, sym(‘1/w’)))

Таким образом, получаем

( )
2 2

-1.7183, ,0 zet( ) .
-2.7183hF G hD T F G ζζ = =

ζ

Остальные дискретные передаточные функции

считаются аналогично.

Для нахождения полиномов ,g R  рациональ�

но использовать базовые функции пакета:

· sym2poly — переобразование символьно�

го представления полинома в вектор, состоящий

из полиномиальных коэффициентов,

· conv — полиномиальное умножение;

· deconv — полиномиальное деление;

· roots — поиск корней полинома;

· numden — выделение числителя и знаме�

нателя в виде полиномов.

Последовательность функций, которая позво�

ляет построить оптимальный регулятор для наше�

го примера, представлена в Приложении.

Для сравнения полученных результатов с тра�

диционными методами синтеза удобно восполь�

зоваться пакетом прикладных программ Control

System Toolbox. Этот пакет позволяет построить

оптимальные управления для непрерывного и

дискретного случая с помощью следующих фун�

кций:

· lqr — синтез оптимального регулятора для

непрерывной системы;

· lqrd — синтез оптимального регулятора для

дискретной системы.

В нашем примере имеем:

num=1;

den=[1 1];

[numd,dend]=cp2dp(num,den,1,0)

[A,B,C,D]=tf2ss(num,den)

[Ad,Bd]=c2d(A,B,1);

[Kd,S,E]=lqrd(Ad,Bd,1,1,1)

[K,S,E]=lqr(A,B,1,1,0)

Используя пакет Simulink, мы можем нагляд�

но сравнить поведение замкнутой системы с со�

ответствующими оптимальными управлениями в

непрерывной, дискретной и непрерывно�диск�

ретной реализации.

Блок�схема непрерывной системы представ�

лена на рис. 2.
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2

2 1
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2.7183 2.7183

BD T
−

− ζ − ζ −ζ =
ζ − ζ −

0.62092  2.4502,g = ζ +

1.1406  0.2284,R = ζ +

откуда следует

1 0.8859,W = −

2 0.9014,W = −

1

2

0.9829.
WW
W

= =

Для вычисления дискретных передаточных

функций 
2

( , , 0),
hF GD T ζ  ( , , 0),

aA
D T ζ

2
( , , 0),AD T ζ  

1
( , , 0)BD T ζ  удобно применять сле�

дующие функции пакета прикладных программ

Symbolic Math Toolbox:

· ztrans — z�преобразование от входного ар�

гумента;

· ilaplace — обратное преобразование Лап�

ласа;

 Рис. 2. Блок�схема замкнутой непрерывной

системы.

На рис. 3 показан переходный процесс по от�

работке единичного ступенчатого входного сиг�

нала в синтезированной непрерывной системе

при дополнительном подключении на вход адди�

тивного белого шума.

 Рис. 3. Переходный процесс для непрерывной сис�

темы.

На рис. 4 показан аналогичный процесс в со�

ответствующей дискретной системе с шагом

квантования с1 .T =

 Рис. 4. Переходный процесс для дискретной

системы.

На рис. 5 представлен процесс, полученный

для замкнутой дискретно�непрерывной системы,

в которой использован регулятор, синтезирован�

ный описанным методом.
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Рис. 5. Переходный процесс для дискретно�непрерыв�

ной системы.

Сравнение представленных графиков позво�

ляет сделать вывод о том, что разработанный ме�

тод построения оптимального регулятора для дис�

кретно�непрерывной модели не ухудшает пове�

дение системы и обладает тем преимуществом,

что передаточная функция оптимального регуля�

тора может быть построена по представленному

алгоритму без необходимости решения полино�

миального уравнения.
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Приложение
syms s w x;

F2=1/(s+1);

F2_=subs(F2,s,sym(‘�s’));

[numF2,denF2]=numden(F2);

Gh=(1�exp(�s))/s;

F2Gh=zet(Gh*F2)

[num,den]=numden(F2Gh);

r1=roots(sym2poly(num));

numnew=1;

lngth1=length(r1);

for i=1:lngth1;

    numnew=numnew*(w�r1(i));

end

r2=roots(sym2poly(denF2));

dennew=1;

lngth2=length(r2);

for i=1:lngth2;

    dennew=dennew*(w�exp(�r2(i)));

end

DD=dennew;

ko=deconv(sym2poly(num*dennew),...

   sym2poly(numnew*den));

numnew=numnew*ko;

NN=simplify(numnew);

A1=zet(F2*F2_)

[num,den]=numden(A1);

r1=roots(sym2poly(num));

lngth1=length(r1);

numnew=1;

lngth1=length(r1);

for i=1:lngth1;

numnew=numnew*(w�r1(i));

end

numnew=numnew/w^(lngth2);

dennew=1;

for i=1:lngth2;

   dennew=dennew*(w�exp(�r2(i)))*(1/w�...

      exp(�r2(i)));

end

ko=deconv(sym2poly(num*dennew),...

   sym2poly(numnew*den));

numnew=(numnew*ko);

ALFA1=simplify(numnew);

A2=simplify((1�w)*(w�1)*zet(�F2*F2_/s/s)/w)

[num,den]=numden(A2);

r1=roots(sym2poly(num));

lngth1=length(r1);

numnew=1;

lngth1=length(r1);

for i=1:lngth1;

    numnew=numnew*(w�r1(i))

end

numnew=numnew/w^(lngth2);

dennew=1;

for i=1:lngth2;

    dennew=dennew*(w�exp(�r2(i)))*(1/w�...

      exp(�r2(i)));

end

ko=deconv(sym2poly(num*dennew*w^(lngth2)),...

   sym2poly(numnew*den*w^(lngth2)))

numnew=simplify(numnew*ko);

ALFA2= simplify(numnew);

B1=simplify((1�w)*zet(F2*F2*F2_/s))

[num,den]=numden(B1);

r1=roots(sym2poly(num));

lngth1=length(r1);

numnew=num/w^(lngth2);

dennew=1;

for i=1:lngth2;

    dennew=dennew*(w�exp(�r2(i)))^2*(1/w�...

      exp(�r2(i)));

end

ko=deconv(sym2poly(num*dennew),...

   sym2poly(numnew*den))

numnew=(numnew*ko);

BETTA=simplify(numnew);

BETTA_=simplify(subs(BETTA,w,sym(‘1/w’)));

gg=simplify(ALFA1*ALFA2*w);

gi=roots(sym2poly(gg));

lngthgi=length(gi);

k=0;

for i=1:lngthgi;

   if ABS(gi(i))>1;

k=k+1;

gk(k)=gi(i);

   end

end

g=poly2sym(poly(gk));

g_=subs(g,x,(‘1/x’));

k1=sqrt(abs(deconv(sym2poly(gg),...

   sym2poly(g*g_*x))));

g=g*k1;

g_=g_*k1;

st=2;

P=g_*x^st;

pi_=roots(sym2poly(P));

Q=DD;

S=BETTA_*w^st;

lngthpi=length(pi_);

R=0;

for i=1:lngthpi;

Spi=polyval(sym2poly(S),pi_(i))

Qpi=polyval(sym2poly(Q),pi_(i))

Ppi=polyval(sym2poly(diff(P)),pi_(i))

R=R+deconv(sym2poly(P)*Spi/Qpi/Ppi,...

   [1 �pi_(i)]);

END

W1=deconv(sym2poly(S)�conv(R,sym2poly(DD)),...

   sym2poly(P))

W2=deconv((sym2poly(g)�...

   conv(sym2poly(NN),W1)),sym2poly(DD))

W=W1/W2
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