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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òðàíñïîðòíûõ
ïîòîêîâ

Äàí îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ è èäåé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ. Îáñóæäàþòñÿ äâà êðóïíûõ íàïðàâëåíèÿ: ìîäåëèðîâàíèå
çàãðóçêè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé ãîðîäîâ è ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè òðàíñïîðòíîãî
ïîòîêà. Â îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ çàãðóçêè ðàññìîòðåíû ìîäåëè ðàñ÷åòà êîððå-
ñïîíäåíöèé è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ïî ñåòè, âêëþ÷àÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàâ-
íîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è àëãîðèòì îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Ðàññìîòðåíû òàêæå
îñíîâíûå êëàññû äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé: ìàêðîñêîïè÷åñêèå (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå),
êèíåòè÷åñêèå è ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè.

1. Ââåäåíèå
Òðàíñïîðòíàÿ èíôðàñòðóêòóðà - îäíà èç âàæíåéøèõ èíôðàñòðóêòóð, îáåñïå÷èâàþùèõ
æèçíü ãîðîäîâ è ðåãèîíîâ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âî ìíîãèõ êðóïíûõ ãîðîäàõ èñ-
÷åðïàíû èëè áëèçêè ê èñ÷åðïàíèþ âîçìîæíîñòè ýêñòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ òðàíñïîðòíûõ
ñåòåé. Ïîýòîìó îñîáóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ñåòåé, óëó÷-
øåíèå îðãàíèçàöèè äâèæåíèÿ, îïòèìèçàöèÿ ñèñòåìû ìàðøðóòîâ îáùåñòâåííîãî òðàíñ-
ïîðòà. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ íåâîçìîæíî áåç ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñ-
ïîðòíûõ ñåòåé. Ãëàâíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé � îïðåäåëåíèå è ïðîãíîç âñåõ
ïàðàìåòðîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè, òàêèõ êàê èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ
íà âñåõ ýëåìåíòàõ ñåòè, îáúåìû ïåðåâîçîê â ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà, ñðåäíèå
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, çàäåðæêè è ïîòåðè âðåìåíè è ò.ä.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðèìåíÿåìûå äëÿ àíàëèçà òðàíñïîðòíûõ ñåòåé, âåñüìà ðàç-
íîîáðàçíû ïî ðåøàåìûì çàäà÷àì, ìàòåìàòè÷åñêîìó àïïàðàòó, èñïîëüçóåìûì äàííûì è
ñòåïåíè äåòàëèçàöèè îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì äàòü
èñ÷åðïûâàþùóþ êëàññèôèêàöèþ ýòèõ ìîäåëåé. Îñíîâûâàÿñü íà ôóíêöèîíàëüíîé ðîëè
ìîäåëåé, ò.å. íà òåõ çàäà÷àõ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ îíè ïðèìåíÿþòñÿ, ìîæíî óñëîâíî
âûäåëèòü òðè îñíîâíûå êëàññà:

• ïðîãíîçíûå ìîäåëè,

• èìèòàöèîííûå ìîäåëè,

• îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè.

Ïðîãíîçíûå ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è. Ïóñòü èçâåñòíû
ãåîìåòðèÿ è õàðàêòåðèñòèêè òðàíñïîðòíîé ñåòè, à òàêæå ðàçìåùåíèå ïîòîêîîáðàçóþ-
ùèõ îáúåêòîâ â ãîðîäå. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êàêèìè áóäóò òðàíñïîðòíûå ïîòîêè â
ýòîé ñåòè. Áîëåå ïîäðîáíî, ïðîãíîç çàãðóçêè òðàíñïîðòíîé ñåòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàñ÷åò
óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ, òàêèõ êàê îáúåìû ìåæðàéîííûõ ïåðåäâèæåíèé,
èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà, ðàñïðåäåëåíèå àâòîìîáèëåé è ïàññàæèðîâ ïî ïóòÿì äâèæåíèÿ è
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äð. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ìîäåëåé ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü ïîñëåäñòâèÿ èçìåíåíèé â òðàíñ-
ïîðòíîé ñåòè èëè â ðàçìåùåíèè îáúåêòîâ.

Â îòëè÷èå îò ýòîãî èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ âîñïðîèçâåäå-
íèå âñåõ äåòàëåé äâèæåíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàçâèòèå ïðîöåññà âî âðåìåíè. Ïðè ýòîì óñðåä-
íåííûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ è ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè è ñëóæàò
èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ýòèõ ìîäåëåé. Êðàòêî ýòî îòëè÷èå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
òàê: ïðîãíîçíûå ìîäåëè îòâå÷àþò íà âîïðîñ: �ñêîëüêî è êóäà� áóäóò åõàòü â äàííîé
ñåòè, à èìèòàöèîííûå ìîäåëè îòâå÷àþò íà âîïðîñ: êàê â äåòàëÿõ áóäåò ïðîèñõîäèòü
äâèæåíèå, åñëè èçâåñòíî â ñðåäíåì, �ñêîëüêî è êóäà�. Òàêèì îáðàçîì, ïðîãíîç ïîòîêîâ
è èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿþòñÿ äîïîëíÿþùèìè äðóã äðóãà íàïðàâëåíèÿìè.
Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ê êëàññó èìèòàöèîííûõ ïî èõ ôóíêöèîíàëüíîé ðîëè ìîæíî
îòíåñòè øèðîêèé ñïåêòð ìîäåëåé, èçâåñòíûõ ïîä íàçâàíèåì ìîäåëè äèíàìèêè òðàíñ-
ïîðòíîãî ïîòîêà. Â ìîäåëÿõ ýòîãî êëàññà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçíàÿ òåõíèêà � îò
èìèòàöèè äâèæåíèÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî àâòîìîáèëÿ äî îïèñàíèÿ äèíàìèêè ôóíêöèè
ïëîòíîñòè àâòîìîáèëåé íà äîðîãå.

Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé õàðàêòåðíà çíà÷èòåëüíî á�îëüøàÿ äåòàëèçàöèÿ îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîòðåáíîñòü â á�îëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñàõ. Ïðè-
ìåíåíèå ýòèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò îöåíèòü äèíàìèêó ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, çàäåðæêè íà
ïåðåêðåñòêàõ, äëèíû è äèíàìèêó îáðàçîâàíèÿ �î÷åðåäåé� èëè �çàòîðîâ� è äðóãèå õà-
ðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ. Îñíîâíûå îáëàñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé � óëó÷øåíèå îðãàíèçàöèè äâèæåíèÿ, îïòèìèçàöèÿ ñâåòîôîð-
íûõ öèêëîâ è äð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñèñòåì
àâòîìàòèçèðîâàííîãî îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì, ðàáîòàþùèõ â ðåæèìå ðå-
àëüíîãî âðåìåíè. Òàêèå ñèñòåìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ ñ äàò÷èêîâ â ñî÷å-
òàíèè ñ äèíàìè÷åñêèì èìèòàöèîííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Îäíàêî ïîìèìî ïðàêòè÷åñêèõ
ïðèìåíåíèé, ðàçâèòèå äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé íàó÷íûé èíòåðåñ
â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà êàê ôèçè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ ñî ñëîæíûìè è
íåòðèâèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ñðåäè òàêèõ ñâîéñòâ - ñïîíòàííàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè,
ÿâëåíèÿ ñàìîîðãàíèçàöèè è êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ è äð.

Ìîäåëè ïðîãíîçà ïîòîêîâ è èìèòàöèîííûå ìîäåëè ñòàâÿò ñâîåé öåëüþ àäåêâàòíîå
âîñïðîèçâåäåíèå òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìî-
äåëåé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Â
ýòîì êëàññå ìîäåëåé ðåøàþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìàðøðóòîâ ïàññàæèðñêèõ è ãðóçî-
âûõ ïåðåâîçîê, âûðàáîòêè îïòèìàëüíîé êîíôèãóðàöèè ñåòè è äð. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè
òðàíñïîðòíûõ ñåòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíóþ îáëàñòü èññëåäîâàíèé, âûõîäÿùóþ
çà ðàìêè äàííîãî îáçîðà. Îñíîâû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èçëîæåíû, íàïðèìåð, â [118, 122].

Â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåãî îáçîðà ðàññìîòðåíû îñíîâíûå àñïåêòû è ïðèíöèïû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ çàãðóçêè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé ãîðîäîâ. Îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû ðàñ÷åòà êîððå-
ñïîíäåíöèé, ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ñåòè, âêëþ÷àÿ óëè÷íî-äîðîæíóþ ñåòü
è ñåòü âíåóëè÷íîãî òðàíñïîðòà. Âî âòîðîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé
â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ, âêëþ÷àÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå (èëè
ãèäðîäèíàìè÷åñêèå) ìîäåëè, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè, ìèêðîñêîïè÷åñêèå èìèòàöèîííûå
ìîäåëè, ìîäåëè òèïà êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ïîñòðîåíî òàê, ÷òî
áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíû îñíîâíûå ïðèíöèïû è áàçîâûå âàðèàíòû ìîäåëåé, è êðàòêî
îõàðàêòåðèçîâàíû ñóùåñòâóþùèå ìîäèôèêàöèè è âàðèàíòû ìîäåëåé, ãäå ïîäðîáíîå èç-
ëîæåíèå çàìåíåíî íåîáõîäèìûìè ññûëêàìè.
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2. Ìîäåëè ïðîãíîçà çàãðóçêè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé
2.1. Îñíîâíûå ïðèíöèïû ìîäåëèðîâàíèÿ çàãðóçêè
Òðàíñïîðòíûå ïîòîêè ñêëàäûâàþòñÿ èç îòäåëüíûõ ïåðåäâèæåíèé, ñîâåðøàåìûõ ó÷àñò-
íèêàìè äâèæåíèÿ, èëè ïîëüçîâàòåëÿìè òðàíñïîðòíîé ñåòè. Â îáùåì ñëó÷àå, ãîâîðÿ î
ïåðåäâèæåíèÿõ, ìû âêëþ÷àåì â ýòî ïîíÿòèå íå òîëüêî ïîåçäêè ðàçëè÷íûìè âèäàìè
òðàíñïîðòà, íî è ïåøèå ïåðåäâèæåíèÿ. Îñíîâíûìè ôàêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè êîëè-
÷åñòâî ñîâåðøàåìûõ ïåðåäâèæåíèé è èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè ãîðîäà,
ÿâëÿþòñÿ:

• Ïîòîêîîáðàçóþùèå ôàêòîðû, ò.å. ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, ïîðîæäàþùèõ ïåðåäâè-
æåíèÿ, òàêèõ êàê ìåñòà ïðîæèâàíèÿ, ìåñòà ïðèëîæåíèÿ òðóäà, êóëüòóðíî-áûòîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ è äð.

• Õàðàêòåðèñòèêè òðàíñïîðòíîé ñåòè, òàêèå êàê êîëè÷åñòâî è êà÷åñòâî óëèö è äî-
ðîã, ïàðàìåòðû îðãàíèçàöèè äâèæåíèÿ, ìàðøðóòû è ïðîâîçíûå ñïîñîáíîñòè îá-
ùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà è äð.

• Ïîâåäåí÷åñêèå ôàêòîðû, òàêèå êàê ìîáèëüíîñòü íàñåëåíèÿ, ïðåäïî÷òåíèÿ ïðè âû-
áîðå ñïîñîáîâ è ìàðøðóòîâ ïåðåäâèæåíèé è äð.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîáõîäèìî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå óêàçàííûõ
ôàêòîðîâ. Îñíîâà òàêîãî îïèñàíèÿ � òðàíñïîðòíûé ãðàô, óçëû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ïåðåêðåñòêàì è ñòàíöèÿì âíåóëè÷íîãî òðàíñïîðòà, äóãè � ñåãìåíòàì óëèö è ëèíèé âíå-
óëè÷íîãî òðàíñïîðòà. Â ÷èñëî äóã òàêæå âêëþ÷àþòñÿ äóãè, èçîáðàæàþùèå ïåðåñàäêè
ñ óëè÷íîãî íà âíåóëè÷íûé òðàíñïîðò. Îòäåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé òðàíñïîðòíîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ ìàðøðóòíûé ãðàô îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà. Óçëàìè ìàðøðóòíîãî ãðàôà
ÿâëÿþòñÿ îñòàíîâî÷íûå ïóíêòû, äóãàìè � ñåãìåíòû ìàðøðóòîâ ìåæäó îñòàíîâî÷íûìè
ïóíêòàìè. Ñ îáû÷íûìè óçëàìè ãðàôà óçëû-îñòàíîâêè ñîåäèíåíû äóãàìè-ïîñàäêàìè è
äóãàìè-âûñàäêàìè.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîîáðàçóþùèõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ãî-
ðîä íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî óñëîâíûõ ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ (ÏÎ). Êàæäûé
ðàéîí ÏÎ âêëþ÷àåòñÿ â ãðàô êàê óçåë, ñîåäèíåííûé ñ îáû÷íûìè óçëàìè ãðàôà ñïåöè-
àëüíûìè äóãàìè-ñâÿçÿìè. Îáùèé îáúåì ïåðåäâèæåíèé èç îäíîãî ðàéîíà ÏÎ â äðóãîé
(íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíûõ ïóòåé ïåðåäâèæåíèÿ) íàçûâàåòñÿ ìåæðàéîííîé êîððåñïîí-
äåíöèåé.

Îñíîâîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà êðèòåðèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïîëüçîâàòåëü îöåíèâàåò àëüòåðíàòèâíûå
ïóòè è ñïîñîáû ïåðåäâèæåíèÿ. Äàííûé êðèòåðèé ïðèíÿòî íàçûâàòü îáîáùåííîé öåíîé
ïóòè. Óâåëè÷åíèå îáîáùåííîé öåíû ñíèæàåò ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïóòè. Îáîáùåííàÿ öå-
íà ïóòè ñêëàäûâàåòñÿ èç îáîáùåííûõ öåí âõîäÿùèõ â íåãî äóã. Êðîìå òîãî, â öåíó ïóòè
ìîæåò äîáàâëÿòüñÿ öåíà ïåðåõîäîâ ñ äóãè íà äóãó, íàïðèìåð öåíà ïîâîðîòà ïðè äâèæå-
íèè ïî óëè÷íî-äîðîæíîé ñåòè (ÓÄÑ) èëè öåíà ïîñàäêè ïðè ïåðåõîäå ñ äóãè-ïåðåñàäêè
íà äóãó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîåçäêå.

Îáîáùåííàÿ öåíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçâåøåííàÿ ñóììà ñëàãàåìûõ, âûðàæàþùèõ âëè-
ÿíèå ôàêòîðîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû íà îöåíêó ïóòè. Â îáùåì ñëó÷àå îíà ìîæåò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå:

• âðåìÿ ïåðåäâèæåíèÿ, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå çàäàííîé ôóíêöèè çàâèñè-
ìîñòè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îò çàãðóçêè äóãè. Èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè
ñêîðîñòè äëÿ äîðîã ñ ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è óñëîâèÿìè ðåãó-
ëèðîâêè äâèæåíèÿ;
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• äîïîëíèòåëüíûå çàäåðæêè íà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàõ òðàíñïîðòíîé ñåòè (âðåìÿ
ïàðêîâêè, âðåìÿ îæèäàíèÿ è äð.);

• äåíåæíûå çàòðàòû (ïëàòíûå ìàãèñòðàëè, ïëàòà çà âúåçä â îïðåäåëåííûå çîíû
ãîðîäà è äð.);

• óñëîâíûå øòðàôíûå äîáàâêè âðåìåíè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷-
íûõ îñîáåííîñòåé òðàíñïîðòíîé ñåòè è ìåð ïî óïðàâëåíèþ òðàíñïîðòîì.

Êàê ïîêàçûâàþò îáñëåäîâàíèÿ, âðåìÿ � îñíîâíîé ôàêòîð, îïðåäåëÿþùèé öåíó ïóòè.
Äðóãèå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ êîððåêòèðóþùèìè è êîëè÷åñòâåííî âûðàæàþòñÿ â óñëîâíûõ
ìèíóòàõ, äîáàâëÿåìûõ ê âðåìåíè ïåðåäâèæåíèÿ. Ïîýòîìó ïóòü ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè
ñåòè, èìåþùèé ìèíèìàëüíóþ îáîáùåííóþ öåíó ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé, ÷àñòî äëÿ
ïðîñòîòû íàçûâàþò êðàò÷àéøèì ïóòåì.

Âàæíåéøåé è ôóíäàìåíòàëüíîé îñîáåííîñòüþ ôîðìèðîâàíèÿ çàãðóçêè òðàíñïîðò-
íîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûáîð ñïîñîáîâ è ïóòåé ïåðåäâèæåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿìè ñåòè
âëèÿåò íà òîò æå âûáîð, îñóùåñòâëÿåìûé äðóãèìè ïîëüçîâàòåëÿìè. Ìàòåìàòè÷åñêè
ýòî âçàèìíîå âëèÿíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè çàâèñèìîñòè öåíû äóãè îò ñóììàðíîãî
ïîòîêà ïî ýòîé äóãå. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîçäàåò îáðàòíóþ ñâÿçü â ïðîöåññå ôîð-
ìèðîâàíèÿ çàãðóçêè: âûáîð ïóòåé, ôîðìèðóþùèõ çàãðóçêó, îñíîâàí íà ñîïîñòàâëåíèè
öåí ðàçëè÷íûõ ïóòåé, â òî âðåìÿ êàê öåíû ñàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæèâøåéñÿ çàãðóçêîé.
Òðàíñïîðòíûå ïîòîêè, ðåàëüíî íàáëþäàþùèåñÿ â ñåòè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðîå
ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ýòîãî ïðîöåññà. Äëÿ ïîèñêà ýòîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè-
ìåíÿþòñÿ èòåðàòèâíûå àëãîðèòìû, îïèñàííûå íèæå.

Â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ â ñåòè êðóïíîãî ãîðîäà òðàäèöèîííî
âûäåëÿþò ÷åòûðå îñíîâíûõ ýòàïà:

• îöåíêà îáùèõ îáúåìîâ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ èç êàæäîãî ðàéîíà ãîðîäà (Trip
generation);

• ðàñùåïëåíèå ïî ñïîñîáàì ïåðåäâèæåíèé, òàêèì êàê ïåøèå ïåðåäâèæåíèÿ, ïåðå-
äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà, ïåðåäâèæåíèÿ íà ëè÷íîì
àâòîìîáèëå è äð. (Modal split);

• îïðåäåëåíèå ìàòðèö êîððåñïîíäåíöèé, îïðåäåëÿþùèõ îáúåì ïåðåäâèæåíèé ìåæäó
êàæäîé ïàðîé ðàñ÷åòíûõ ðàéîíîâ ãîðîäà (Trip distribution);

• ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè, ò.å. îïðåäåëåíèå âñåõ ïó-
òåé, âûáèðàåìûõ ó÷àñòíèêàìè äâèæåíèÿ, è îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ïåðåäâèæåíèé
ïî êàæäîìó ïóòè (Trip assignment).

Ðàçäåëåíèå çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ íà ýòè ÷åòûðå ýòàïà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì, òàê êàê âñå
ýòàïû âçàèìîñâÿçàíû è íå ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü ðåøåíû êàê îòäåëüíûå çàäà÷è
â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå îáðàòíûõ ñâÿçåé. Òàê, áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ðàñ÷åòà êîððå-
ñïîíäåíöèé èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå âàæíîãî ôàêòîðà îáîáùåííûå öåíû ìåæðàéîííûõ
ïåðåäâèæåíèé. Àíàëîãè÷íî, ðàñùåïëåíèå ïåðåäâèæåíèé ïî âèäàì (íàïðèìåð, ìåæäó
÷àñòíûì è îáùåñòâåííûì òðàíñïîðòîì) çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ öåí ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ýòèõ âèäîâ òðàíñïîðòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ÷åò êîððåñïîíäåíöèé è èõ ðàñùåïëåíèå
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî êîððåêòíî, åñëè óæå èçâåñòíà èòîãîâàÿ çàãðóçêà ñåòè. Âñå ýòî
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ïîâòî-
ðÿÿ âñå øàãè â èòåðàòèâíîì ðåæèìå.
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2.2. Ìîäåëè ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé
Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòðóêòóðû ïåðåäâèæåíèé ïî ñåòè ñëóæèò ìàòðèöà
êîððåñïîíäåíöèé, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáúåìû ïåðåäâèæåíèé (àâòîìîáèëåé
èëè ïàññàæèðîâ â ÷àñ) ìåæäó êàæäîé ïàðîé óñëîâíûõ ðàéîíîâ ÏÎ. Âñå ìíîãîîáðàçèå
ïåðåäâèæåíèé, ñîâåðøàåìîå â ñåòè, ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ðàçíûå ãðóïïû ïåðåäâèæå-
íèé ïî ñëåäóþùèì êðèòåðèÿì:

• ïî ðàçëè÷èþ â öåëÿõ ïåðåäâèæåíèé;

• ïî ðàçëè÷èþ â âûáîðå ñïîñîáîâ ïåðåäâèæåíèÿ;

• ïî ðàçëè÷èþ â ïðåäïî÷òåíèÿõ ïðè âûáîðå ïóòåé ïåðåäâèæåíèÿ.

Ñðåäè ãðóïï ïåðåäâèæåíèé ñ ðàçëè÷íûìè öåëÿìè íàèáîëåå âàæíûìè è ìíîãî÷èñ-
ëåííûìè ÿâëÿþòñÿ

• ïåðåäâèæåíèÿ îò ìåñò æèòåëüñòâà ê ìåñòàì ïðèëîæåíèÿ òðóäà è îáðàòíî (òàê
íàçûâàåìûå òðóäîâûå êîððåñïîíäåíöèè);

• ïåðåäâèæåíèÿ îò ìåñò æèòåëüñòâà ê ìåñòàì êóëüòóðíî-áûòîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è
îáðàòíî;

• ïåðåäâèæåíèÿ, ñîâåðøàåìûå ìåæäó ìåñòàìè ïðèëîæåíèé òðóäà (äåëîâûå ïîåçä-
êè);

• ïåðåäâèæåíèÿ, ñîâåðøàåìûå ìåæäó îáúåêòàìè êóëüòóðíî-áûòîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ïåðåäâèæåíèé ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñâîÿ ìàòðèöà ìåæðàéîííûõ êîð-
ðåñïîíäåíöèé. Âõîäíîé èíôîðìàöèåé ê ìîäåëè ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé ÿâëÿþòñÿ îá-
ùèå îáúåìû ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ â êàæäîì ðàéîíå ÏÎ. Îöåíêà îáúåìà ïðèáûòèé è
îòïðàâëåíèé ïî ðàçíûì ãðóïïàì ñâÿçàíà ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçìåùåíèåì ïîòîêîïî-
ðîæäàþùèõ îáúåêòîâ è ïîäâèæíîñòüþ íàñåëåíèÿ, ò.å. ñðåäíèì êîëè÷åñòâîì ïîåçäîê,
ñîâåðøàåìûõ ñ òåìè èëè èíûìè öåëÿìè. Ýòà îöåíêà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ
äåìîãðàôè÷åñêèõ è ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ îáñëåäîâàíèé è â
îñíîâíîì ïðåäøåñòâóåò ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.

Ïîä ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïåðåäâèæåíèé ïîíèìàþò, íàïðèìåð, ïåðåäâèæåíèå ïåø-
êîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà èëè ëè÷íîãî àâòîìîáèëÿ. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ñìûñë äåëåíèÿ íà ñïîñîáû ïåðåäâèæåíèÿ ñëåäóþùèé: èçáðàí-
íûé ñïîñîá ïåðåäâèæåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ íà ýòàïå ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ñå-
òè. Ïðîöåäóðà âûáîðà ïîëüçîâàòåëåì ïóòè ïåðåäâèæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ òåì ñàìûì íà
äâà ýòàïà: âûáîð ñïîñîáà ïåðåäâèæåíèÿ (ìîäàëüíûé âûáîð) è âûáîð êîíêðåòíîãî ïóòè
(ïóòåé) ïåðåäâèæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûé íà îñíîâå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ îöåíêè ïóòåé
(êðèòåðèàëüíûé âûáîð). Ìîäàëüíûé âûáîð ðåàëèçóåòñÿ íà ñòàäèè ðàñ÷åòà êîððåñïîí-
äåíöèé, êðèòåðèàëüíûé âûáîð ðåàëèçóåòñÿ íà ñòàäèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé
ïî ñåòè.

Äåëåíèå ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ íà ãðóïïû ïî ïðåäïî÷òåíèþ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
êëàññà ïîëüçîâàòåëåé òðàíñïîðòíîé ñåòè. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëüçîâàòåëåé òðàíñïîðòíîé
ñåòè îòíîñÿò ê ðàçíûì êëàññàì, åñëè îíè èñïîëüçóþò ðàçíûå êðèòåðèè îöåíêè ïóòåé.
Â ïîíÿòèå �ðàçíûå êðèòåðèè� â äàííîì ñëó÷àå âêëþ÷àåòñÿ òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ðàçíûå
êëàññû ïîëüçîâàòåëåé ìîãóò èñïîëüçîâàòü äëÿ äâèæåíèÿ ðàçíûå ýëåìåíòû òðàíñïîðò-
íîé ñåòè. Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé:
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• Â ñåòè, ñîäåðæàùåé ïëàòíûå ó÷àñòêè äîðîã, èëè ïëàòíûé âúåçä â îïðåäåëåííûå
ðàéîíû, èëè ïëàòíûå è áåñïëàòíûå ïàðêîâêè â ðàçëè÷íûõ ðàéîíàõ ëþäè ðàçíîãî
äîñòàòêà è ñîöèàëüíîãî ñòàòóñà áóäóò ïðåäïî÷èòàòü ðàçíûå ïóòè.

• Ïîëüçîâàòåëè ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî ïðåäïî÷òåíè-
ÿì. Íàïðèìåð, ïðåäïî÷èòàþùèå êîìôîðòíîå äâèæåíèå ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷å-
ñòâîì ïåðåñàäîê è ïåøèõ ïðîõîäîâ èëè ïðåäïî÷èòàþùèå ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ
äîñòèæåíèÿ öåëè.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïëåêñíîé çàãðóçêè ñåòè ñ ó÷åòîì âñåõ ôàêòîðîâ òàêîãî ðîäà âñå
ïîëüçîâàòåëè ðàçäåëÿþòñÿ íà êëàññû, äëÿ êàæäîãî êëàññà ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíàÿ
ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé è ïðîèçâîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî ñåòè. Ïðè
ýòîì äëÿ êàæäîãî êëàññà èñïîëüçóåòñÿ ñâîé êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïóòåé.

Ê ÷èñëó íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé îòíîñÿòñÿ
ãðàâèòàöèîííûå ìîäåëè, ýíòðîïèéíûå ìîäåëè, ìîäåëè êîíêóðèðóþùèõ âîçìîæíîñòåé
è íåêîòîðûå äðóãèå.

2.2.1. Ãðàâèòàöèîííàÿ ìîäåëü. Èñòîðè÷åñêè îäíîé èç ïåðâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ äëÿ îöåíêè ìåæðàéîííûõ êîððåñïîíäåíöèé, áûëà ãðàâèòàöè-
îííàÿ ìîäåëü [11, 102, 111, 113, 115, 120]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà R ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ïóòÿìè ïî
òðàíñïîðòíîé ñåòè. Èñõîäíûìè äàííûìè ê ðàñ÷åòó ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé ÿâëÿþò-
ñÿ:
Oi � îáúåì îòïðàâëåíèÿ èç ðàéîíà i ∈ R,
Dj � îáúåì ïðèáûòèÿ â ðàéîí j ∈ R.
Â çàâèñèìîñòè îò òèïà êîððåñïîíäåíöèé îáúåìû ìîãóò èçìåðÿòüñÿ â àâòîìîáèëÿõ, ïàñ-
ñàæèðàõ èëè äðóãèõ óäîáíûõ åäèíèöàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå áàëàíñà
îáùåãî ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ

∑

i∈R

Oi =
∑

j∈R

Dj .(1)

Åñëè èñõîäíûå äàííûå íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ, íåîáõîäèìî ñêîððåêòèðîâàòü
äàííûå óìíîæåíèåì íà ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò.

Ãðàâèòàöèîííàÿ ìîäåëü îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ïîëîæåíèè: êîððåñïîíäåí-
öèÿ èç ðàéîíà i â ðàéîí j ïðîïîðöèîíàëüíà îáùåìó îáúåìó îòïðàâëåíèÿ èç öåíòðà i,
îáùåìó îáúåìó ïðèáûòèÿ â öåíòð j è íåêîòîðîé ôóíêöèè C(tij), çàâèñÿùåé îò òðàíñ-
ïîðòíîãî ðàññòîÿíèÿ tij ìåæäó öåíòðàìè i è j. Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ òðàíñ-
ïîðòíîå ðàññòîÿíèå îòðàæàåò ñòåïåíü áëèçîñòè ðàéîíîâ ñ ó÷åòîì ñêîðîñòè è óäîáñòâà
ïåðåäâèæåíèé, ïðåäîñòàâëÿåìûõ òðàíñïîðòíîé ñåòüþ. Ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè-
÷èíû ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ â ðàçíûõ âàðèàíòàõ ìîäåëè.

Ïðè ðàñ÷åòå îäíîðîäíîé ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé, ò.å. êîððåñïîíäåíöèé, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç ïåðåäâèæåíèé îäíîãî òèïà è ïîëüçîâàòåëåé îäíîãî êëàññà, ÷èñëîâûì âûðà-
æåíèåì òðàíñïîðòíîãî ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííàÿ öåíà (â ÷àñòíîì ñëó÷àå âðåìÿ
ïðîåçäà) îïòèìàëüíîãî (êðàò÷àéøåãî) ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâà ðàéîíà. Åñëè îöåíèâà-
þòñÿ ñìåøàííûå êîððåñïîíäåíöèè, íàïðèìåð âêëþ÷àþùèå ïîåçäêè êàê íà îáùåñòâåí-
íîì, òàê è íà ëåãêîâîì òðàíñïîðòå, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îïòèìàëüíóþ öåíó ïåðå-
äâèæåíèé íà ðàçíûõ âèäàõ òðàíñïîðòà tkij , ãäå k - òèïû ïåðåäâèæåíèé. Â êà÷åñòâå
òðàíñïîðòíîãî ðàññòîÿíèÿ òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü ñðåäíåâçâåøåííîå ýòèõ öåí ñ ó÷åòîì
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êîýôôèöèåíòîâ ðàñùåïëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè ïî òèïàì ïåðåäâèæåíèé:

tij =
∑

k

ck(t1ij , . . . , t
K
ij )tkij ,(2)

çäåñü ck(t1, . . . , tk) - êîýôôèöèåíòû ðàñùåïëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè íà òèïû ïåðåäâèæå-
íèé êàê ôóíêöèè îò íàáîðà îïòèìàëüíûõ âðåìåí ïåðåäâèæåíèé äëÿ ðàçíûõ òèïîâ; ýòè
êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

∑
k ck = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fij êîððåñïîíäåíöèþ èç ðàéîíà i â ðàéîí j. Òîãäà ãðàâèòàöèîííàÿ
ìîäåëü ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå

Fij = AiOiBjDjC(tij), i, j ∈ R,(3)

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé
∑

j∈R

Fij = Oi, i ∈ R,

∑

i∈R

Fij = Dj , j ∈ R,(4)

Fij ≥ 0, i, j ∈ R.

Ôóíêöèÿ C(t) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé òÿãîòåíèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì,
îïðåäåëÿþùèì ðàñïðåäåëåíèå ïåðåäâèæåíèé ïî äàëüíîñòè, ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ òàê-
æå òåðìèí êðèâàÿ ðàññåëåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ ýòà ôóíêöèÿ òðàêòóåòñÿ êàê
�àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü çàðîæäåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè� â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ,
õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå îíà íå äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íèêàêèì óñëîâèÿì íîðìèðîâêè. Âû-
áîð ýòîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ â õîäå êàëèáðîâêè ìîäåëè íà îñíîâå ñîïîñòàâëåíèÿ
âûõîäíîãî ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàëüíîñòåé ñ äàííûìè îáñëåäîâàíèé. Ïðîâåäå-
íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïî êàëèáðîâêå ýòîé ôóíêöèè äëÿ ðàçíûõ ãîðî-
äîâ [14, 93, 116, 117, 90]. Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ:

C(t) = exp
(−αtβ

)
, α ≥ 0, β ≥ 0.(5)

Äëÿ òðóäîâûõ êîððåñïîíäåíöèé â êðóïíûõ ãîðîäàõ ïîäõîäÿùèìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ α ≈ 0,065, β ≈ 1.

Âû÷èñëåíèå êîððåñïîíäåíöèé â ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ai, Bj èç ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3)-(4). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è èñïîëüçóåòñÿ èòåðàòèâíûé àëãîðèòì, íàçûâàåìûé àëãîðèòìîì áàëàíñèðîâêè.

Ðàñùåïëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî òèïàì ïåðåäâèæåíèé ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíî
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî èçíà÷àëüíî îöåíèòü îáúåìû Ok

i è Dk
j îòäåëüíî

äëÿ êàæäîãî òèïà ïåðåäâèæåíèé k, îñíîâûâàÿñü íà ñîöèàëüíî-äåìîãðàôè÷åñêèõ ïî-
êàçàòåëÿõ, òàêèõ êàê �êîýôôèöèåíò àâòîìîáèëèçàöèè� è äð. Äàëåå äëÿ êàæäîãî òèïà
ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíàÿ ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé ìåòîäîì áàëàíñèðîâêè. Àëüòåð-
íàòèâíûé ïóòü ñîñòîèò â áàëàíñèðîâêå ìàòðèöû ñóììàðíûõ êîððåñïîíäåíöèé ñîãëàñíî
îáùèì îáúåìàì ÏÎ è ïîñëåäóþùåì ïîýëåìåíòíîì ðàñùåïëåíèè íà òèïû ïåðåäâèæåíèé.
Êîýôôèöèåíòû ðàñùåïëåíèÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîé ïàðû
ðàéîíîâ ÏÎ â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ öåí ìåæðàéîííûõ ïåðåäâèæåíèé ðàçíûõ
òèïîâ. Äàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íà âûáîð ñïîñîáà ïåðåäâèæåíèé
ôàêòîðîâ ðàçíîé ïðèðîäû: ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íàñåëåíèÿ, îñîáåí-
íîñòåé ðàñïîëîæåíèÿ ðàéîíîâ è óñòðîéñòâà òðàíñïîðòíîé ñåòè.
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2.2.2. Ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü. Èñïîëüçîâàíèå êîíöåïöèè ýíòðîïèè äëÿ ðåøåíèÿ òðàí-
ïîðòíûõ çàäà÷ áûëî ïðåäëîæåíî Âèëüñîíîì [111], è çàòåì äàííûé ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ
âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [112, 113, 36, 83]. Ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü èñõîäèò èç âåðîÿòíîñòíîãî
îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ñåòè. Ïîëüçîâàòåëè ñåòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðå-
äåëÿþòñÿ ïî íåêîòîðîìó íàáîðó âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè ðàñ÷åòå êîððåñïîíäåíöèé
ñîñòîÿíèåì ïîëüçîâàòåëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèíàäëåæíîñòü åãî ê êîððåñïîíäåíöèè èç i
â j. Íåçàâèñèìûé è ñëó÷àéíûé âûáîð âñåìè ïîëüçîâàòåëÿìè ñâîèõ ñîñòîÿíèé ïðèâîäèò
ê òåì èëè èíûì ìàêðîñêîïè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ñîãëàñíî îñíîâíîé êîíöåï-
öèè ýíòðîïèéíîé ìîäåëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ â ðåàëüíîñòè, åñòü
ñîñòîÿíèå ñ íàèáîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì. Èñïîëüçîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî âå-
ñà ñîñòîÿíèé âìåñòî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òåõ èëè èíûõ ñîñòîÿíèé îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî â ýíòðîïèéíûõ ìîäåëÿõ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü êîíå÷íîãî è íîðìèðîâàííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ñîñòîÿíèé îòðàæàþò ñðàâíèòåëüíûå
âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìå. Ñ ó÷åòîì ýòîé îãîâîðêè ñî-
ñòîÿíèÿ ñ íàèáîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ÷àñòî òàêæå íàçûâàþòñÿ íàèáîëåå âåðî-
ÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè.

Ìàòåìàòè÷åñêè ñîñòîÿíèå ñ íàèáîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñîñòîÿíèå, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì íåêîòîðîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, íà-
çûâàåìîé ýíòðîïèåé ñèñòåìû. Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé
â òðàíñïîðòíîé ñåòè ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

H(f) =
∑

i,j

fij ln
(

fij

νij

)
, f = {fij |i, j ∈ R} .(6)

Çäåñü fij � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé, ò.å. êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ñîñòîÿíèÿõ (i, j). Âåëè÷èíû νij èìåþò ñìûñë �àïðèîðíûõ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ�
çíà÷åíèé fij . Ôàêòè÷åñêèå íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ Fij îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè ïðè íåêîòîðîé ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé íà fij . Â îòñóò-
ñòâèå îãðàíè÷åíèé ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðèâîäèò ê àïðèîðíûì çíà÷åíèÿì
Fij = νij . Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîãóò áûòü ñàìîé ðàçíîé
ïðèðîäû. Êàê ïðàâèëî, ýòè îãðàíè÷åíèÿ îòðàæàþò èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ î ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Â ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé, ïðèìåíÿå-
ìûõ â ýíòðîïèéíûõ ìîäåëÿõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé, ìîæíî âûäåëèòü ãðóïïó ñòàíäàðò-
íûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, âûðàæàþùèõ áàëàíñ ïðèáûòèé è îòïðàâëåíèé. Ýòà ãðóïïà
îãðàíè÷åíèé íàçûâàåòñÿ òàêæå òðàíñïîðòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî
ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

F = argmax(H(f)), f = {fij |i, j ∈ R} ,(7)
∑

j∈R

fij = Oi, i ∈ R,

∑

i∈R

fij = Dj , j ∈ R,

fij ≥ 0, i, j ∈ R,(8)
gn(f) = 0, n = 1, N,

hm(f) ≤ 0, m = 1,M.

Çäåñü ÿâíî âûäåëåíû òðàíñïîðòíûå îãðàíè÷åíèÿ, à òàêæå âêëþ÷åíû â îáùåì âèäå N
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ è M îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ. Çàäà÷à îïòèìè-
çàöèè (7)-(8) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ âû-
ïóêëîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé â ýòîé çàäà÷å, êàê ïðàâèëî, ëèíåéíà.
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Ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èìåþòñÿ òîëüêî òðàíñïîðòíûå îãðàíè÷åíèÿ, ìîæíî ïîëó-
÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7)-(8). Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò
ñ âûðàæåíèåì, äàâàåìûì ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëüþ, åñëè çàäàòü àïðèîðíûå âåðîÿòíî-
ñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèåé òÿãîòåíèÿ: νij = C(tij). Äðóãîé ñïîñîá óñòàíîâèòü ñâÿçü
ìåæäó ýíòðîïèéíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëüþ ïðåäëîæåí â [112]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïåðåäâèæåíèÿ ìåæäó ðàéîíàìè ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ i è j ñâÿçàíû ñ íåêîòîðûì
êîëè÷åñòâîì �îáîáùåííûõ çàòðàò�. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ðàéîíà îòïðàâëåíèÿ èçâåñòíû
ñóììàðíûå îáùèå çàòðàòû íà ïåðåäâèæåíèÿ:

∑

j∈R

cijfij = ci, i ∈ R.(9)

Äàííûå ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å ìàêñèìè-
çàöèè ýíòðîïèè. Îíè íàçûâàþòñÿ çàòðàòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàññìîòðèì ýíòðîïèé-
íóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèé êîððåñïîíäåíöèé
ðàâíû: νij = const, à â ÷èñëî îãðàíè÷åíèé âêëþ÷åíû áàëàíñîâûå è çàòðàòíûå îãðàíè-
÷åíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå áóäåò ñîâïàäàòü ïî âèäó ñ âûðàæåíèåì ãðàâèòàöèîííîé
ìîäåëè, åñëè ïðèíÿòü tij = cij è âçÿòü ôóíêöèþ òÿãîòåíèÿ âèäà

C(cij) = exp(−λcij).(10)

Êîýôôèöèåíò λ â ýòîì âûðàæåíèè åñòü ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà çàäà÷è îïòèìèçàöèè,
åãî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ ñàìîé çàäà÷è. Ñîãëàñíî òàêîé àðãóìåíòàöèè
ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü ìîæåò ñëóæèòü ñòàòèñòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì äëÿ ãðàâèòàöèîííîé
ìîäåëè, ïðè÷åì äàåò îñíîâàíèå äëÿ âûáîðà ôóíêöèè òÿãîòåíèÿ.

Â ðàìêàõ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè ìîæåò áûòü òàêæå îñóùåñòâëåí ðàñ÷åò
êîððåñïîíäåíöèé ñ îäíîâðåìåííûì ðàñùåïëåíèåì ïî òèïàì ïåðåäâèæåíèé. Ñîãëàñíî
îáùåìó ïîäõîäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå ñîñòîÿíèå ïîëüçîâàòåëÿ òðàíñïîðòíîé
ñåòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèíàäëåæíîñòè ê êîððåñïîíäåíöèè èç i â j è âûáîðå ñïîñîáà ïåðå-
äâèæåíèÿ k. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ òðåõèíäåêñíûì íàáîðîì fk

ij . Âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè âïîëíå
àíàëîãè÷íû (6)-(8). Ïðè ýòîì â ñîñòàâ îãðàíè÷åíèé äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïî îáùåìó îáúåìó ïåðåäâèæåíèé äëÿ ðàçíûõ òèïîâ [123, 119].

2.2.3. Äðóãèå ìîäåëè. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ êëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèîííîé ìîäå-
ëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáúåì êîððåñïîíäåíöèè ñâÿçûâàåòñÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïàðû ðàé-
îíîâ (âêëþ÷àÿ òðàíñïîðòíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè), âçÿòûõ â îòäåëüíîñòè îò äðóãèõ
ðàéîíîâ. Êàê îòìå÷àåòñÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè, �ïðèâëåêàòåëüíîñòü� ðàéîíà äëÿ
ïîñåùåíèÿ (èëè îáúåì ïðèáûòèÿ â ýòîò ðàéîí) ìîæåò çàâèñåòü òàêæå îò ðàñïîëîæå-
íèÿ ðàéîíà ïðèáûòèÿ ñðåäè äðóãèõ ðàéîíîâ [37]. Íàïðèìåð, ðàéîí, ðàñïîëîæåííûé â
àãëîìåðàöèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äðóãèõ ðàéîíîâ ïîñåùåíèÿ, ìîæåò ïîðîæäàòü áîëü-
øóþ êîððåñïîíäåíöèþ, ÷åì èçîëèðîâàííî ðàñïîëîæåííûé ðàéîí. Ýòà èäåÿ ðåàëèçîâàíà
â ìîäåëÿõ ñåìåéñòâà êîíêóðèðóþùèõ öåíòðîâ (competing destinations [27, 28]). Ìîäåëè
êîíêóðèðóþùèõ öåíòðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ìîäåëè,
ãäå â âûðàæåíèå (3) âêëþ÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû, íàïðèìåð, èíäåêñ ïîñåùà-
åìîñòè ðàéîíà ïðèáûòèÿ, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

Iij =
∑

k∈R,k 6=i,j

Dk

tkj
.(11)
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Èíäåêñ ïîñåùàåìîñòè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå è áëèæå ê ðàéîíó ïîñåùåíèÿ ðàñïîëîæå-
íû àëüòåðíàòèâíûå ðàéîíû îòïðàâëåíèÿ. Ââåäåíèå ýòîãî ôàêòîðà â ìîäåëü ïîçâîëÿåò
ìîäåëèðîâàòü àãëîìåðàöèîííûå ýôôåêòû â ñòðóêòóðå êîððåñïîíäåíöèé. Äàëüíåéøèå
ìîäèôèêàöèè ìîäåëè ñâÿçàíû ñ ïîïûòêîé ó÷åòà ñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
ðàéîíîâ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ðåãèîí, ãäå èìåþòñÿ êðóïíûå ãîðîäà, îêðó-
æåííûå ñèñòåìîé ïðèëåãàþùèõ öåíòðîâ ìåíüøåãî ðàíãà, êàæäûé èç êîòîðûõ îêðóæåí
ïðèëåãàþùèìè ìåëêèìè ðàéîíàìè. Â òàêîé ñèñòåìå ñòðóêòóðíûé ýôôåêò ìîæåò ïðî-
ÿâëÿòüñÿ â òîì, ÷òî öåíòð êðóïíîãî ðàíãà èìååò èçáûòî÷íóþ ïðèòÿãàòåëüíîñòü äëÿ
îêðóæàþùèõ �ïîä÷èíåííûõ� öåíòðîâ â èåðàðõèè (�èçáûòî÷íóþ� çäåñü îçíà÷àåò �áîëü-
øóþ, ÷åì ýòî äèêòóåòñÿ ôàêòîðàìè äîñòóïíîñòè�). Ýòîò ýôôåêò ìîäåëèðóåòñÿ �ðàíæè-
ðîâàíèåì� ðàéîíîâ âúåçäà-âûåçäà ïî ñòàòóñó â èåðàðõèè è ââåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîïðàâîê â èíäåêñû ïîñåùàåìîñòè ðàéîíîâ [24, 25].

Äðóãîé âàæíûé êëàññ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìîäåëè ïðî-
ìåæóòî÷íûõ âîçìîæíîñòåé (intervening opportunities) Ñòàóôôåðà [98]. Ìîäåëü Ñòà-
óôôåðà èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî îáúåì êîððåñïîíäåíöèè ìåæäó äâóìÿ öåíòðà-
ìè îïðåäåëÿåòñÿ íå ñòîëüêî ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, ñêîëüêî êîëè÷åñòâîì è åìêîñòüþ
àëüòåðíàòèâíûõ öåíòðîâ ïðèáûòèÿ íà ïóòè, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû, ò.å. êîëè÷åñòâîì àëü-
òåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé ïîñåùåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòóþ ñèñòåìó ñ îäíèì
öåíòðîì îòïðàâëåíèÿ è ðÿäîì öåíòðîâ ïðèáûòèÿ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îäíîé ëèíèè.
Ïóñòü O � îáúåì îòïðàâëåíèÿ, xn � êîððåñïîíäåíöèÿ, λn � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ó÷àñòíèê äâèæåíèÿ îñòàíîâèòñÿ â öåíòðå n ïðè óñëîâèè, ÷òî öåíòð n äîñòèãíóò â õîäå
ïîåçäêè. Òîãäà

xn = Oλn

n−1∏

j=1

(1− λj),(12)

ò.å. îáúåì êîððåñïîíäåíöèè â öåíòð n ïðîïîðöèîíàëåí ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îñòà-
íîâêè â ýòîì öåíòðå íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ó÷àñòíèê äâèæåíèÿ íå îñòàíîâèëñÿ ðàíü-
øå. Äëÿ îáîáùåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íåïðåðûâíûé àíàëîã ìîäåëè, êîãäà ìåñòà
íàçíà÷åíèÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû âäîëü íåêîòîðîãî ëó÷à. Â íåïðåðûâíîé ìîäåëè
âìåñòî êîððåñïîíäåíöèé ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïëîòíîñòè êîððåñïîíäåíöèé x(r), ãäå
r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îòïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì òàêæå: y(r) � êîëè÷åñòâî ó÷àñò-
íèêîâ äâèæåíèÿ, äîáðàâøèõñÿ äî òî÷êè r, λ(r) � çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè îñòàíîâêè â r ïðè óñëîâèè, ÷òî äàííàÿ òî÷êà äîñòèãíóòà. Òîãäà, î÷åâèäíî,

y(r) = O −
∫ r

0

x(ρ) dρ, x(r) = y(r)λ(r).(13)

Èç óðàâíåíèÿ (13) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè êîððåñïîíäåíöèè:

x(r) = Oλ(r) exp
(
−

∫ r

0

λ(ρ) dρ

)
.(14)

Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìîäåëè êîíêóðèðóþùèõ âîçìîæíîñòåé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
óðàâíåíèÿ (14) ïóòåì ïðèíÿòèÿ ðàçëè÷íûõ ãèïîòåç î âèäå ôóíêöèè óñëîâíîé ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè λ(r) [94, 110]. Â ïðèìåíåíèè ê ðàñ÷åòó êîððåñïîíäåíöèé â òðàíñïîðòíîé
ñåòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü îñòàíîâêè â öåíòðå îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ åìêîñòüþ öåíòðà
ïî ïðèáûòèþ, ò.å. êîëè÷åñòâîì ìåñò ðàáîòû, îáñëóæèâàíèÿ è äð.

Îáîáùåíèå ìîäåëè íà ñëó÷àé ìíîãèõ öåíòðîâ îòïðàâëåíèÿ è ïðèáûòèÿ ñòàëêèâàåòñÿ
ñ òðóäíîñòüþ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà âîçìîæíîñòåé îñòàíîâêè �ïî ïóòè�
ê äàííîìó öåíòðó. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñîñòîèò â ðàíæèðîâàíèè
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öåíòðîâ ïðèáûòèÿ ïî óäàëåííîñòè îò êàæäîãî öåíòðà îòïðàâëåíèÿ. Âñå öåíòðû, ðàñïî-
ëîæåííûå ê öåíòðó îòïðàâëåíèÿ áëèæå, ÷åì äàííûé öåíòð (íåçàâèñèìî îò íàïðàâëå-
íèÿ), ñ÷èòàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè âîçìîæíîñòÿìè, �ïðåäøåñòâóþùèìè� âîçìîæíîñòè
îñòàíîâêè â äàííîì öåíòðå. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (14) è âîçâðàùàÿñü ñíîâà ê äèñêðåò-
íîìó îïèñàíèþ öåíòðîâ ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
êîððåñïîíäåíöèè:

Fij = Oi (exp(−λUj)− exp(−λUj+1)) ,(15)
ãäå λ - êîíñòàíòà, Uj - êóìóëÿòèâíàÿ åìêîñòü ïî ïðèáûòèþ âñåõ öåíòðîâ, ïðåäøåñòâó-
þùèõ (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) öåíòðó j.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ìîäåëåé ãðàâèòàöèîííîãî òèïà è ìîäåëåé ïðîìåæóòî÷íûõ âîç-
ìîæíîñòåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ãðàâèòàöèîííûå ìîäåëè îñíîâàíû íà ðàñ÷åòå òðàíñ-
ïîðòíîé äîñòóïíîñòè öåíòðîâ ïðèáûòèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ â îñíîâíîì èçîëèðîâàííî îò
àëüòåðíàòèâíûõ öåíòðîâ, â òî âðåìÿ êàê ìîäåëè ïðîìåæóòî÷íûõ âîçìîæíîñòåé ó÷èòû-
âàþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå àëüòåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé ïðèáûòèÿ, íî íå ó÷èòûâà-
þò ÿâíî ôàêòîðà òðàíñïîðòíîé äîñòóïíîñòè (äàëüíîñòè). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëîæåíû
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû àãðåãèðîâàííûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèå îáà óêàçàííûõ ôàêòîðà.
Â ÷àñòíîñòè, â [35] ïðåäëîæåíà îáúåäèíåííàÿ �ãðàâèòàöèîííî-êîíêóðèðóþùàÿ� (gravity-
opportunity) ìîäåëü ýíòðîïèéíîãî òèïà, ò.å. îñíîâàííàÿ íà ïîèñêå ðàñïðåäåëåíèÿ êîð-
ðåñïîíäåíöèé ñ ìàêñèìàëüíûì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì. Âûðàæåíèå (15) èñïîëüçóåòñÿ â
ýòîé ìîäåëè â êà÷åñòâå �àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè� çàðîæäåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè, ôàêòîð
òðàíñïîðòíîé äîñòóïíîñòè ó÷èòûâàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ �çàòðàòíîãî� îãðàíè÷åíèÿ (9)
â îáùóþ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé ýíòðîïèéíîé çàäà÷è.

2.3. Ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ
Çàãðóçêà òðàíñïîðòíîé ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ èëè ïàñ-
ñàæèðîâ, èñïîëüçóþùèõ äëÿ äâèæåíèÿ êàæäûé ýëåìåíò ñåòè (äóãó, ïîâîðîò, ïåðåãîí
íà ìàðøðóòå îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà). Ìîäåëèðîâàíèå çàãðóçêè ñîñòîèò â ðàñïðåäå-
ëåíèè ìåæðàéîííûõ êîððåñïîíäåíöèé ïî êîíêðåòíûì ïóòÿì, ñîåäèíÿþùèì ïàðû ðàéî-
íîâ. Âõîäîì ê ìîäåëè çàãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé èëè â îáùåì ñëó÷àå
íàáîð ìàòðèö, îòíîñÿùèõñÿ ê ïåðåäâèæåíèÿì ðàçíûõ âèäîâ èëè ðàçíûõ ïîëüçîâàòåëü-
ñêèõ êëàññîâ. Öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äëÿ êàæäîé ïàðû ðàéîíîâ
ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ

• íàáîðà ïóòåé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäâèæåíèé ìåæäó ýòèìè ðàéîíàìè;

• êîýôôèöèåíòîâ ðàñùåïëåíèÿ (äîëåé) êîððåñïîíäåíöèè ìåæäó ýòèìè ïóòÿìè.

Ïîñëå ðàñ÷åòà âñåé ñèñòåìû ïóòåé çàãðóçêà ëþáîãî ýëåìåíòà ñåòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
ñóììèðîâàíèåì âêëàäîâ âñåõ êîððåñïîíäåíöèé, èñïîëüçóþùèõ äàííûé ýëåìåíò. Òàêèì
îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå çàãðóçêè ïîäðàçóìåâàåò áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ,
÷åì ïðîñòî îïðåäåëåíèå çàãðóçêè âñåõ ýëåìåíòîâ. Â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå ìîäåëè
ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè îáúåäèíÿþòñÿ îáùèì òåðìèíîì
tra�c assignment.

Ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè çàãðóçêè òðàíñïîðòíîé ñåòè ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà êëàññû
ïî ñëåäóþùèì îñíîâíûì ïðèçíàêàì:

• ìîäåëè, îñíîâàííûå íà íîðìàòèâíîì è äåñêðèïòèâíîì ïîäõîäå;

• ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè.
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Â íîðìàòèâíûõ ìîäåëÿõ ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå îï-
òèìèçàöèè íåêîòîðîãî ãëîáàëüíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû òðàíñïîðòíîé ñå-
òè. Òàêèì êðèòåðèåì ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, ñóììàðíûå çàòðàòû âðåìåíè âñåìè
ó÷àñòíèêàìè äâèæåíèÿ, ñóììàðíûé ïðîáåã (àâò*êì èëè ïàññ*êì) è äð. Ïðè äåñêðèï-
òèâíîì ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ôîðìèðóåòñÿ â
ðåçóëüòàòå èíäèâèäóàëüíûõ ðåøåíèé ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ, îñíîâàííûõ íà îïòèìèçà-
öèè èìè èõ ëè÷íûõ êðèòåðèåâ. Òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çà-
ãðóçêè ðåàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé ñëåäóåò ïðèìåíÿòü äåñêðèïòèâíûé ïîäõîä. Íîð-
ìàòèâíûå ìîäåëè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè ïåðåäâèæåíèé â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïëàíèðóþùèé îðãàí èìååò âîçìîæíîñòü äèðåêòèâíîãî âëèÿíèÿ íà âûáîð ìàðøðó-
òîâ (íàïðèìåð, ïðè ïëàíèðîâàíèè öåíòðàëèçîâàííûõ ãðóçîâûõ ïåðåâîçîê). Â ïîñëåäíèå
ãîäû, îäíàêî, èíòåðåñ ê íîðìàòèâíûì ìîäåëÿì âîçðîñ â ñâÿçè ñ íà÷àëîì ðàçðàáîòêè
ïðîåêòîâ î öåíòðàëèçîâàííîì óïðàâëåíèè äâèæåíèåì ÷àñòíûõ àâòîìîáèëåé ñ èñïîëü-
çîâàíèåì áîðòîâûõ êîìïüþòåðîâ è ñïóòíèêîâîé ñâÿçè.

Ìîäåëü îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñòàòè÷åñêèõ, åñëè çàãðóçêà ìîäåëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ
óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ íà âûáðàííûé ïåðèîä ìîäåëèðîâàíèÿ (íàïðè-
ìåð, óòðåííèé ÷àñ ïèê). Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåêîòîðàÿ äîëÿ αFij êîððåñïîíäåíöèè èñ-
ïîëüçóåò âûáðàííûé ìàðøðóò äâèæåíèÿ, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà äîëÿ äàåò âêëàä
αFij â çàãðóçêó êàæäîãî ýëåìåíòà ìàðøðóòà íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðèîäà ìîäåëèðî-
âàíèÿ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàíî, åñëè ñðåäíåå âðåìÿ âñåõ ìàðøðóòîâ íå ïðåâû-
øàåò õàðàêòåðíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ñàìà êîððåñïîíäåíöèÿ óñïååò çàìåòíî ïîìåíÿòüñÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè äèíàìèêà âûåçäà ìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî, à ìàðøðóòû äîñòàòî÷-
íî äëèííûå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðåäñòàâèòåëè òîé èëè èíîé êîððåñïîíäåíöèè
çàãðóæàþò êàæäûé ó÷àñòîê èçáðàííîãî ìàðøðóòà â ðàçíîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì êàê ñàìà
êîððåñïîíäåíöèÿ, òàê è îáúåìû ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ â êàæäîì ðàéîíå äîëæíû çà-
äàâàòüñÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Ìîäåëè, â êîòîðûå ÿâíî ââåäåí ôàêòîð âðåìåíè è ÿâíî
îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà ðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí â òå÷åíèå ïåðèîäà ìîäåëèðîâàíèÿ, íàçûâàþò
äèíàìè÷åñêèìè. 1

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ñåòè ÿâëÿåòñÿ íàëî-
æåíèå êàæäîé êîððåñïîíäåíöèè íà åäèíñòâåííûé îïòèìàëüíûé ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé
äâà ðàéîíà (ìåòîä �âñå èëè íè÷åãî�). Ïîñêîëüêó òàêîé ñïîñîá íå ó÷èòûâàåò åñòåñòâåííî-
ãî ðàññåÿíèÿ, à òàêæå ñëèøêîì ÷óâñòâèòåëåí ê õàðàêòåðèñòèêàì îòäåëüíûõ äóã ãðàôà,
ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàñ÷åòà íåñêîëüêèõ àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé è ðàññåè-
âàíèÿ êîððåñïîíäåíöèè ïî ýòèì ïóòÿì. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü òàêèõ ìîäåëåé ñîñòîèò â
ìåòîäèêå ïîñòðîåíèÿ ðàçóìíûõ àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé. Â [124] ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà
ïîñòðîåíèÿ äåðåâà âîçìîæíûõ ïóòåé èç âñåõ óçëîâ ñåòè â íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé
ðàéîí ïðèáûòèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì äåðåâîì ïðîèñõîäèò �âåòâëåíèå� ïóòè è ðàññåÿ-
íèå êîððåñïîíäåíöèè ïî âîçìîæíûì ïóòÿì. Ïîäîáíûå ìåòîäèêè, îäíàêî, íå ó÷èòûâàþò
ñëåäóþùèõ âàæíûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà âûáîð ïóòåé äâèæåíèÿ.

• Âûáîð ïóòè íåêîòîðûìè ïîëüçîâàòåëÿìè óâåëè÷èâàåò çàãðóçêó ýëåìåíòîâ ñåòè,
âõîäÿùèõ â äàííûõ ïóòü. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå îáîáùåííîé öåíû
ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëèÿåò íà îöåíêó è âûáîð ïóòåé äðóãèìè
ïîëüçîâàòåëÿìè. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð, ñîâåðøàåìûé îäíèìè ó÷àñòíèêàìè äâè-
æåíèÿ, êîñâåííî âëèÿåò íà âûáîð, ñîâåðøàåìûé äðóãèìè. Îñîáåííî âàæíî ó÷èòû-
âàòü ýòîò ôàêòîð ïðè ðàñ÷åòå çàãðóçêè óëè÷íî-äîðîæíîé ñåòè, ïîñêîëüêó âðåìÿ

1Òåðìèí äèíàìè÷åñêèé óïîòðåáëÿåòñÿ â òðàíñïîðòíîì ìîäåëèðîâàíèè â ðàçíûõ ñìûñëàõ. Çäåñü
èìåþòñÿ â âèäó äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïðîãíîçà çàãðóçêè (dynamic assignment); èõ íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü
ñ äèíàìè÷åñêèìè èìèòàöèîííûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçäåëå 3. Òàêæå
äèíàìè÷åñêèìè èíîãäà íàçûâàþò ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äîëãîâðåìåííóþ ýâîëþöèþ òðàíñïîðòíîé ñåòè.
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äâèæåíèÿ íà êàæäîì ýëåìåíòå ýòîé ñåòè î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò çàãðóçêè ýëå-
ìåíòà.

• Îñîáåííîñòüþ ïåðåäâèæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ìàðøðóòîâ îáùåñòâåí-
íîãî òðàíñïîðòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, íà÷èíàÿ äâèæåíèå, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ïðè-
íèìàòü ðåøåíèå íå î êîíêðåòíîì ïóòè, à ñêîðåå î ñòðàòåãèè ñâîåãî ïîâåäåíèÿ.
Êîíêðåòíîå ïðîäîëæåíèå ïóòè ìîæåò â ýòîì ñëó÷àå çàâèñåòü îò ïîñàäîê íà òîò
èëè èíîé ìàðøðóò â ïðîöåññå äâèæåíèÿ (ïîïðîñòó ãîâîðÿ îò òîãî, �êàêîé àâòîáóñ
ïîäîéäåò ïåðâûì� â ïåðåñàäî÷íîì óçëå).

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ìîäåëüþ, â ïîëíîé ìåðå ó÷èòûâàþùåé ôàêòîð âçàèìíîãî âëèÿ-
íèÿ ïîëüçîâàòåëåé, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ïîèñêå ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(user-equilibrium assignment) [106, 91]. Ìîäåëü, îïðåäåëÿþùàÿ çàãðóçêó òðàíñïîðòíîé
ñåòè íà îñíîâå ðàñ÷åòà ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ îïòèìàëüíûõ ñòðà-
òåãèé (optimal strategy) [97].

2.3.1. Ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ. Ðàññìîòðèì ñòàòè÷åñêèé
âàðèàíò ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ó÷àñò-
íèêè äâèæåíèÿ âûáèðàþò ïóòè ñëåäîâàíèÿ, èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè èíäèâèäóàëüíîé
îáîáùåííîé öåíû ïîåçäêè. Â ðåçóëüòàòå èíäèâèäóàëüíûõ âûáîðîâ ñêëàäûâàþòñÿ çíà-
÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà íà âñåõ ýëåìåíòàõ ñåòè. Çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì îáîáùåííóþ öåíó ýëåìåíòîâ è
âëèÿþùèì íà êðèòåðèè èíäèâèäóàëüíîãî âûáîðà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà �ïðîá è îøèáîê� â ñèñòåìå óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, èçâåñò-
íûìè êàê òðåáîâàíèÿ Âàðäðîïà (Wardrop, [106]):

• âñå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ðàéîíû i è j, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äâèæåíèÿ ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè êîððåñïîíäåíöèè Fij , èìåþò îäèíàêîâóþ öåíó;

• öåíà ëþáîãî ïóòè ìåæäó ðàéîíàìè i è j, êîòîðûé íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äâèæåíèÿ,
ïðåâîñõîäèò öåíó èñïîëüçóåìûõ ïóòåé.

Ñóòü ýòèõ ñâîéñòâ ìîæåò áûòü êðàòêî âûðàæåíà â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè: ïðè ðàâ-
íîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ íå ìîæåò èçìåíèòü ñâîé ïóòü
òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ öåíó ïîåçäêè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíà ñ
òåì, ÷òî ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè, ò.å. â ôîðìóëèðîâêå îòñóòñòâó-
åò îïðåäåëåíèå ãëîáàëüíîãî êðèòåðèÿ, ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì êîòîðîãî äîñòèãàëñÿ
áû íà ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, îäíàêî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äî-
ïîëíèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
îïòèìèçàöèè ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííîãî ãëîáàëüíîãî êðèòåðèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé ïîëüçîâà-
òåëåé îäíîãî êëàññà. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

13



I ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòè;
A ìíîæåñòâî äóã ñåòè;
A−i ìíîæåñòâî äóã, âõîäÿùèõ â óçåë i ∈ I;
A+

i ìíîæåñòâî äóã, âûõîäÿùèõ èç óçëà i ∈ I;
ua ñóììàðíûé ïîòîê ïî äóãå a ∈ A;
ua1a2 ñóììàðíûé ïîòîê íà ïîâîðîòå ñ äóãè a1 ∈ A íà äóãó a2 ∈ A;
upq

a ïîòîê ïî äóãå a ∈ A ïðåäñòàâèòåëåé êîððåñïîíäåíöèè Fpq;
upq

a1a2
ïîòîê íà ïîâîðîòå ñ äóãè a1 ∈ A íà äóãó a2 ∈ A ïðåäñòàâèòåëåé
êîððåñïîíäåíöèè Fpq.

Ñóììàðíûå ïîòîêè íà äóãàõ è ïîâîðîòàõ ñâÿçàíû ñ ïîòîêàìè ïðåäñòàâèòåëåé îòäåëüíûõ
êîððåñïîíäåíöèé ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

ua =
∑

p,q∈R

upq
a , ua1a2 =

∑

p,q∈R

upq
a1a2

, a, a1, a2 ∈ A.(16)

Èìåþò ìåñòî òàêæå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå �çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëüçîâà-
òåëåé â ñåòè�.

upq
a1

=
∑

a2∈A+
i

upq
a1a2

, a1 ∈ A−i , upq
a2

=
∑

a1∈A−
i

upq
a1a2

, a2 ∈ A+
i , i ∈ I, p, q ∈ R.(17)

Äàííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòîê ïî êàæäîé âõîäÿùåé â óçåë äóãå ðàâåí ñóììå ïî-
òîêîâ ïîâîðîòîâ ñ ýòîé äóãè (ê ïîâîðîòó îòíîñèòñÿ òàêæå è �äâèæåíèå ïðÿìî�), à ïîòîê
ïî âûõîäÿùåé äóãå ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ïîâîðîòîâ íà ýòó äóãó, ïðè÷åì áàëàíñ äîëæåí
ñîáëþäàòüñÿ äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîé êîððåñïîíäåíöèè â îòäåëüíîñòè. �Èñòî÷íèêà-
ìè� è �ñòîêàìè� äëÿ ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàéîíû ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ:

Fpq =
∑

a∈A+
p

upq
a =

∑

a∈A−q

upq
a , p, q ∈ R.(18)

Ââåäåì òàêæå öåíîâûå ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèè, âûðàæàþùèå çàâèñèìîñòü îáîáùåííîé
öåíû îò ñóììàðíîãî ïîòîêà:
ca(u) öåíîâàÿ ôóíêöèÿ äóãè a ∈ A;
ca1a2(u) öåíîâàÿ ôóíêöèÿ ïîâîðîòà ñ äóãè a1 ∈ A íà äóãó a2 ∈ A.

Ñóùåñòâåííûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
îáîáùåííàÿ öåíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïîòîêà íà äàííîé äóãå (ïîâîðîòå) è íå çàâèñèò
îò ïîòîêîâ ïî äðóãèì äóãàì (íàïðèìåð, ïåðåñåêàþùèì äàííóþ äóãó). Öåíîâûå ôóíê-
öèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ïîòîêîâ. Ïî öåíîâûì
ôóíêöèÿì ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå öåíîâûå ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì:

Ca(u) =
∫ u

0

ca(ν) dν, a ∈ A,(19)

Ca1a2(u) =
∫ u

0

ca1a2(ν) dν, a1 ∈ A−i , a2 ∈ A+
i , i ∈ I.(20)

Òðåáóåìûé ãëîáàëüíûé êðèòåðèé ñòðîèòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëüíûõ öåíîâûõ ôóíê-
öèé âñåõ äóã è ïîâîðîòîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîäåëü ðàâíîâåñ-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå çàäà÷è îïòèìèçàöèè [6]

min
u

F (u) =
∑

a∈A

Ca(ua) +
∑

i∈I

∑

a1∈A−
i

∑

a2∈A+
i

Ca1a2(ua1a2)(21)
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ïðè ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (16)-(18).
Èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé (21), ïðèìåíÿåìûé äëÿ ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé è íå èìååò ñîäåðæàòåëüíîé èíòåð-
ïðåòàöèè â òðàíñïîðòíûõ òåðìèíàõ èëè òåðìèíàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ñòðîãîå äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê ðàâíî-
âåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [65]. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ íåñòðîãîå
ðàññóæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîíÿòü âîçíèêíîâåíèå ýòîãî êðèòåðèÿ.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ñóììó ôóíêöèé îò ïîòîêîâ ïî êàæäîé äóãå:

F (u) =
∑

Ca(ua).(22)

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè. Òî÷êà ìè-
íèìóìà ëþáîé ôóíêöèè îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïðè âñÿêîé âàðèàöèè àðãó-
ìåíòà â ýòîé òî÷êå èçìåíåíèå ôóíêöèè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íåîòðèöàòåëüíî. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòóþ âàðèàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî ìàëàÿ äîëÿ δu ïîòîêà
ñíèìàåòñÿ ñ îäíîãî èç ïóòåé è ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà àëüòåðíàòèâíûé ïóòü. Òîãäà èçìåíå-
íèå ôóíêöèè íà êàæäîé èç äóã â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðàâíî C ′a(ua)(±δu). Ïðè ýòîì
íà äóãàõ èñõîäíîãî ïóòè, ãäå ïîòîê óìåíüøèëñÿ, èçìåíåíèå îòðèöàòåëüíî, à íà äóãàõ
àëüòåðíàòèâíîãî ïóòè ïîëîæèòåëüíî. Ïîñêîëüêó ñóììàðíîå èçìåíåíèå äîëæíî áûòü
íåîòðèöàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ïðîèçâîäíûõ C ′a(ua) ïî äóãàì àëüòåðíàòèâíîãî
ïóòè íå ìåíüøå, ÷åì ñóììà ïðîèçâîäíûõ ïî äóãàì èñõîäíîãî ïóòè. Ïîäáåðåì ôóíê-
öèè Ca(ua) ñ òåì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû èõ ïðîèçâîäíûå äàâàëè çíà÷åíèÿ öåí äóã, êàê ýòî
ñäåëàíî â (19)-(20). Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî â òî÷êå ìèíèìóìà ñóììàðíàÿ öåíà àëüòåðíà-
òèâíîãî ïóòè íå ìåíüøå öåíû èñõîäíîãî ïóòè, ÷òî è òðåáóåòñÿ óñëîâèÿìè ðàâíîâåñíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (16)-(21) ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé, èçâåñòíîì êàê ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà (Frank and Wolfe, [29]). Ìåòîä ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: ïóñòü íà î÷åðåäíîì k-ì øàãå èòåðàöèé äîñòèãíóòî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïîòîêîâ uk =

{
upq

a , upq
a1a2

}k. Ëèíåàðèçóåì öåëåâóþ ôóíêöèþ â òî÷êå uk è îáîçíà÷èì
ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è uk

L. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îïðåäåëåíèÿ �íàïðàâëåíèÿ ñìåùåíèÿ� ïðè ïîèñêå î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ò.å.
(k + 1)-å ïðèáëèæåíèå èùåòñÿ â âèäå

uk+1 = (1− λ)uk + λuk
L, 0 < λ < 1.(23)

Âåëè÷èíà λ îïðåäåëÿåò äîëþ ïîòîêîâ, êîòîðàÿ íà î÷åðåäíîì øàãå èòåðàöèè ñíèìàåò-
ñÿ ñ ïðåæíåé ñèñòåìû ïóòåé è ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà íîâóþ ñèñòåìó ïóòåé. Îïðåäåëåíèå
äîëè, êîòîðóþ ñëåäóåò ïåðåðàñïðåäåëèòü íà êàæäîì øàãå, ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà-
÷åé. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêè òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîé äîëè íå âàæíî äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìåííî, ìîæíî çàðàíåå çàäàòüñÿ ïðîèçâîëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîëåé λk, êîòîðûå áóäóò ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ íà êàæäîì k-ì
øàãå. Òîãäà, åñëè âûïîëíåíû ïðîñòûå óñëîâèÿ

λk −→ 0, k −→∞,
∑

k

λk = ∞,(24)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé ñîéäåòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñìûñë óñëîâèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîëè óáûâàëè (èíà÷å ðàñïðåäåëåíèå áóäåò áåñêîíå÷íî êîëåáàòüñÿ
âîêðóã ðàâíîâåñèÿ), íî �íå ñëèøêîì áûñòðî� (èíà÷å ïåðåðàñïðåäåëÿåìûå äîëè ñòàíóò
ñëèøêîì ìàëû äî òîãî, êàê ìû ïðèáëèçèìñÿ ê ðàâíîâåñèþ). Îäíàêî ïðè íåóäà÷íîì
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âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λk àëãîðèòì ìîæåò ñõîäèòüñÿ äîâîëüíî ìåäëåííî, ïîýòî-
ìó ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûé ïîäáîð ïåðåðàñïðåäåëÿåìîé äîëè íà
êàæäîì øàãå. Íàèëó÷øåå çíà÷åíèå λk íà êàæäîì øàãå ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

λk = arg minλF (u(λ)), u(λ) = (1− λ)uk + λuk
L.(25)

Çàäà÷à (25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ çàäà÷ó (21), �ñóæåííóþ� íà îäíîìåðíîå íàïðàâ-
ëåíèå, ïîëó÷åííîå íà äàííîì øàãå èòåðàöèè. Ýòî � îäíîìåðíàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé,
áîëåå òîãî, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëà (ýòî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè öåíîâûõ ôóíêöèé),
ïîýòîìó åå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåàðèçîâàííóþ çàäà÷ó (16)-(21). Äèôôåðåíöèàë öåëåâîé ôóíê-
öèè â òî÷êå uk èìååò âèä:

dF (uk) =
∑

a∈A

ca(uk
a) dua +

∑

i∈I

∑

a1∈A−
i

∑

a2∈A+
i

ca1a2(u
k
a1a2

) dua1a2 .(26)

Âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå öåíû ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ uk è ÿâëÿþòñÿ êîíñòàí-
òàìè â ýòîé çàäà÷å. Ïîëó÷àåì, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíà ñóììà ïîñòîÿííûõ (íå çàâèñÿùèõ îò ïîòî-
êîâ) öåí äóã è ïîâîðîòîâ. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñîâåðøåííî î÷åâèäíî: ñóììà öåí áóäåò
ìèíèìàëüíà, åñëè êàæäóþ êîððåñïîíäåíöèþ íàëîæèòü íà åäèíñòâåííûé êðàò÷àéøèé
ïóòü, ðàññ÷èòàííûé ïðè ýòèõ öåíàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé çà-
äà÷è íå òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, äîñòàòî÷íî
ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò ñèñòåìû êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Äëÿ ðàñ÷åòà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ðàçðà-
áîòàíû ñïåöèàëüíûå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû [75, 114].

Ïåðâè÷íûìè ïåðåìåííûìè â çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè ïðåäñòàâèòåëåé îòäåëüíûõ
êîððåñïîíäåíöèé upq

a , upq
a1a2

, òàê êàê èìåííî äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ ñôîðìóëèðîâàíû
îãðàíè÷åíèÿ. Îäíàêî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñóììàðíûõ ïîòîêîâ íà äó-
ãàõ è ïîâîðîòàõ ua, ua1a2 . Äàëåå, åñëè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé uk, uk

L îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è
âûïîëíåíû, òî îíè àâòîìàòè÷åñêè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íà ðåøåíèè îäíîìåðíîé çàäà÷è.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííàÿ äîëÿ λ ïðåäñòàâèòåëåé êàæ-
äîé êîððåñïîíäåíöèè, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ðîâíî òîé æå äîëè ñóì-
ìàðíîãî ïîòîêà íà êàæäîé äóãå. Åäèíñòâåííîå ìåñòî â àëãîðèòìå, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîòîêè ïðåäñòàâèòåëåé îòäåëüíûõ êîððåñïîíäåíöèé, ýòî âû÷èñëåíèå uk

L ïóòåì íàëîæå-
íèÿ êîððåñïîíäåíöèé íà êðàò÷àéøèå ïóòè. Ñàì ñïîñîá òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ãàðàíòèðóåò
âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå, îïåðèðóÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ñóììàðíûõ ïîòîêîâ íà äóãàõ è ïîâîðîòàõ,
÷òî çíà÷èòåëüíî ýêîíîìèò îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü ïðè êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòàõ. Åñëè äëÿ
àíàëèçà ñâîéñòâ çàãðóçêè âñå æå òðåáóåòñÿ çíàòü ïîëíóþ ðàñêëàäêó êîððåñïîíäåíöèé
ïî ïóòÿì, ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñîõðàíåíèå ðàññ÷èòûâàåìûõ ïóòåé íà äèñêå êîìïüþòåðà
�ïî ìåðå èñïîëüçîâàíèÿ�, ò.å. íå çàíèìàÿ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ:

• Ôîðìèðóåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå u0. Ñàìûì ïðîñòûì ñïîñîáîì äëÿ ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âñåõ êîððåñïîíäåíöèé ïî êðàò÷àéøèì ïóòÿì, ðàññ÷èòàí-
íûì ïî íåçàãðóæåííîé ñåòè.

Ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè àëãîðèòìà äåëàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Öåíû âñåõ ýëåìåíòîâ ñåòè ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè íà
äàííîé èòåðàöèè çíà÷åíèÿìè ïîòîêîâ uk.
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• Â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûìè öåíàìè îòûñêèâàåòñÿ ñèñòåìà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó
öåíòðàìè âúåçäà-âûåçäà.

• Ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïîòîêè uk
L, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ êîððå-

ñïîíäåíöèé íà êðàò÷àéøèå ïóòè (ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è).

• Íîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå uk+1 = (1−λ)uk +λuk
L,

ãäå λ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîìåðíîé çàäà÷è (25).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î êðèòåðèè îñòàíîâêè àëãîðèòìà. Àëãîðèòì äîëæåí çà-

êàí÷èâàòü ñâîþ ðàáîòó, åñëè ïîëó÷åííîå íà î÷åðåäíîì øàãå ðàñïðåäåëåíèå �äîñòàòî÷íî
áëèçêî� ê ðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå óæå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâå-
ñèè, òî ñóììà âñåõ öåí íà ñèñòåìå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â òî÷íîñòè ñîâïàäåò ñ ñóììîé âñåõ
öåí íà ñàìîì ðàñïðåäåëåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, öåíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ðàâíîâåñèè â
òî÷íîñòè ðàâíû öåíàì âñåõ äðóãèõ èñïîëüçóåìûõ ïóòåé. Ïîýòîìó îöåíêîé ñòåïåíè ïðè-
áëèæåíèÿ ê ðàâíîâåñèþ íà êàæäîì øàãå ìîæåò ñëóæèòü ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé âñåõ
öåí ïðè äîñòèãíóòîì ðàñïðåäåëåíèè è ñóììîé âñåõ öåí ïî êðàò÷àéøèì ïóòÿì:

∣∣∣∣
∑

c(uk)uk − c(uk)uk
L∑

c(uk)uk

∣∣∣∣ < ε,(27)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì äóãàì è ïîâîðîòàì (èíäåêñû äëÿ êðàòêîñòè
îïóùåíû). Ðàçíîñòü ñóìì öåí îòíåñåíà ê îáùåé ñóììå öåí, ÷òîáû ïîëó÷èòü áåçðàçìåð-
íóþ õàðàêòåðèñòèêó ñõîäèìîñòè.

Ïîëåçíîé ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ íà÷àëü-
íîãî øàãà àëãîðèòìà: êîððåñïîíäåíöèè ðàñùåïëÿþòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî äîëåé
è ïåðåä ðàñïðåäåëåíèåì î÷åðåäíîé äîëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåñ÷åò êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñ
ó÷åòîì óæå äîñòèãíóòîé çàãðóçêè. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
çíà÷èòåëüíî áëèæå ê ðàâíîâåñèþ, ÷åì ðàñïðåäåëåíèå âñåãî îáúåìà êîððåñïîíäåíöèé íà
åäèíñòâåííóþ ñèñòåìó êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ
÷èñëà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé.

2.3.2. Ðàñøèðåííûå ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê ÷èñëó íàèáîëåå
âàæíûõ ðàñøèðåíèé è íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò-
íîñÿòñÿ:

• ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé;

• ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïåðåìåííûì ñïðîñîì íà ïîòîê;

• ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;

• äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ìîäåëè ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ðàâíîâåñíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ïîòîêîâ â ñèñòåìå ñ íåñêîëüêèìè êëàññàìè ïîëüçîâàòåëåé. Íàïîìíèì, ÷òî ê
ðàçíûì êëàññàì ïîëüçîâàòåëåé îòíîñÿòñÿ ó÷àñòíèêè äâèæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðàçëè÷à-
åòñÿ îáîáùåííàÿ öåíà îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ ñåòè (ñëîâà �ðàçëè÷àåòñÿ öåíà� îò-
íîñÿòñÿ òàêæå è ê ñèòóàöèè, êîãäà ïðåäñòàâèòåëÿì îäíîãî èç êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé
çàïðåùåíî ïåðåäâèãàòüñÿ ïî äóãå; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî �öåíà äóãè ðàâ-
íà áåñêîíå÷íîñòè�). Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðåäñòàâèòåëè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé
ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ðàçíûì ïóòÿì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññà ïîëüçîâà-
òåëåé âû÷èñëåíà îòäåëüíàÿ ìàòðèöà êîððåñïîíäåíöèé. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå ïîëüçî-
âàòåëåé ðàçíûõ êëàññîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì äðóã îò äðóãà, ïîñêîëüêó öåíû äóã è
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ïîâîðîòîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñóììàðíîãî ïîòîêà íà äóãå (ïîâîðîòå). Ñëåäîâàòåëüíî,
âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå.

Ïîñêîëüêó òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì êëàññàì ïîëüçîâàòå-
ëåé, ìîãóò äàâàòü ðàçíûé âêëàä â îáùóþ çàãðóçêó (íàïðèìåð, ãðóçîâûå àâòîìîáèëè
îêàçûâàþò áîëåå ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà çàãðóçêó, ÷åì ëåãêîâûå), ñóììàðíûå ïîòîêè
ñëåäóåò èçìåðÿòü â íåêîòîðûõ óñëîâíûõ åäèíèöàõ (óñëîâíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâàõ).
Â ýòè æå óñëîâíûå åäèíèöû äîëæíû áûòü ïåðåâåäåíû ìàòðèöû êîððåñïîíäåíöèé äëÿ
âñåõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé. Ñàì âèä ôóíêöèé çàäåðæêè òåîðåòè÷åñêè òàêæå ìîæåò
ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé. Îäíàêî â ìîäåëè ìíîãîïîëüçîâàòåëü-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ äåéñòâóåò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: íà êàæäîé äóãå ôóíêöèè çàäåðæêè
äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ïîñòîÿííóþ (íå çàâèñÿ-
ùóþ îò ñóììàðíîãî ïîòîêà) âåëè÷èíó. Äàííîå îãðàíè÷åíèå íîñèò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé
õàðàêòåð: èìåííî â òàêîì ïðåäïîëîæåíèè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé,
àíàëîãè÷íûé (21), ìèíèìóì êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ íà ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ïðè-
íÿòî ñëåäóþùåå �îïðàâäàíèå� òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ: ðàçíûå êëàññû ïîëüçîâàòåëåé èìåþò
ðàçíóþ ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, à çàòîð �äåéñòâóåò íà âñåõ îäèíàêîâî�.

Ïóñòü M - ìíîæåñòâî êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç um
a ïîòîê ïî äóãå

a ïîëüçîâàòåëåé êëàññà m ∈ M è ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êàæäîãî
êëàññà ïîëüçîâàòåëåé èìååò âèä

cm
a (ua) = ca(ua) + dm

a , a ∈ A,m ∈ M,(28)
ãäå dm

a - êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå ðàçíèöó â çàäåðæêå äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ïðè ñâîáîä-
íîì äâèæåíèè. Òîãäà êðèòåðèé â çàäà÷å ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîãî ðàâíîâåñèÿ çàïèøåòñÿ
â âèäå:

min
u

F (u) =
∑

a∈A

Ca(ua) +
∑

m∈M

∑

a∈A

dm
a um

a .(29)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû ñëàãàåìûå, îòíîñÿùèåñÿ ê çàäåðæêàì íà ïîâîðîòàõ. Àë-
ãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýòîãî êðèòåðèÿ âïîëíå àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó
â ñëó÷àå îäíîãî êëàññà ïîëüçîâàòåëåé.

Ìîäåëè ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïåðåìåííûì ñïðîñîì íà ïîòîê ïîçâîëÿþò â
ðàìêàõ åäèíîãî àëãîðèòìà îòûñêèâàòü êàê ñàìî ðàñïðåäåëåíèå, òàê è êîððåñïîíäåí-
öèè [6, 26, 31, 91]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåì êîððåñïîíäåíöèè ìåæäó êàæäîé ïàðîé
ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ çàäàí â âèäå ôóíêöèè îò òðàíñïîðòíîãî ðàññòîÿíèÿ,
âûðàæåííîãî â îáîáùåííîé öåíå ìåæðàéîííîãî ïåðåäâèæåíèÿ:

Fpq = Dpq(cpq).(30)
Çäåñü cpq - îáîáùåííàÿ öåíà ïåðåäâèæåíèÿ èç ðàéîíà q â ðàéîí p, ðàññ÷èòàííàÿ ïî
êðàò÷àéøåìó ïóòè. Åñëè ïîòîêè â ñåòè íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òî ýòà
öåíà ðàâíà öåíå âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ äâà ðàéîíà. Äàííàÿ ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñïðîñà íà ïåðåäâèæåíèÿ. Ôóíêöèÿ ñïðîñà ìîæåò ñîäåðæàòü
ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå åìêîñòü ðàéîíîâ ïî ïðèáûòèþ è îòïðàâëåíèþ, à òàêæå
ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå íàëè÷èå àëüòåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé ïåðåäâèæåíèé
(íàïðèìåð, îáùåñòâåííûé òðàíñïîðò). Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííîå óáûâàíèå (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íåâîçðàñòàíèå) ïðè óâåëè÷åíèè öåíû
ìåæðàéîííîãî ïåðåäâèæåíèÿ.

Â çàäà÷å ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì ñïðîñîì êîððåñïîí-
äåíöèè Fpq ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè êîíñòàíòàìè. Â çàäà÷å ñ ïåðåìåííûì ñïðîñîì îíè
âûñòóïàþò êàê ïåðåìåííûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ïîòîêàìè ïî äóãàì upq

a ñîîòíîøåíè-
ÿìè (18). Çàäà÷à ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïåðåìåííûì ñïðîñîì ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òàê: íàéòè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ, ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû ðàéîíîâ
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ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ öåíû âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïóòåì ðàâíû ìåæäó ñîáîé è íå ïðå-
âîñõîäÿò öåí âñåõ äðóãèõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ïàðó ðàéîíîâ (ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ
îáû÷íîãî ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ), è â äîïîëíåíèå êîððåñïîíäåíöèè Fpq óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (30). Ýòà çàäà÷à òàêæå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
ãëîáàëüíîãî êðèòåðèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

min
u

F (u) =
∑

a∈A

Ca(ua) +
∑

p,q∈R

∫ Fpq

0

D−1
pq (f) df.(31)

Äàííûé êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì (21) (äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíî ñëàãàåìîå, îòíî-
ñÿùååñÿ ê ïîâîðîòàì), â êîòîðîì äîáàâëåíî ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå èíòåãðàë îò îáðàò-
íîé ôóíêöèè ñïðîñà D−1

pq (f). Ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì êîððåñïîíäåí-
öèè, ÷òî ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.

Äàííàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ìàòåìàòè÷åñêèì èçÿùåñòâîì, îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, îíà
íå î÷åíü õîðîøà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Â ìîäåëè îáúåìû êîððåñïîíäåíöèè
ïðåäñòàâëåíû îäíîðîäíûìè âåëè÷èíàìè, æåñòêî óâÿçàííûìè ñ åäèíñòâåííûì âàðèàí-
òîì çàãðóçêè ñåòè. Â ðåàëüíîñòè çàãðóçêà ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå ñóòîê (à òàêæå â çà-
âèñèìîñòè îò âðåìåíè ãîäà), è íà ôîðìèðîâàíèå êîððåñïîíäåíöèé âëèÿþò, î÷åâèäíî,
óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè çàãðóçêè. Êðîìå òîãî, ñàìè êîððåñïîíäåíöèè ñóùåñòâåííî
íåîäíîðîäíû ïî ñîñòàâó. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ìàòðèö ïåðåäâèæåíèé, ñîâåðøàåìûõ
ñ ðàçëè÷íûìè öåëÿìè, ïðè ýòîì ôàêòîð îáîáùåííûõ çàòðàò ïî ðàçíîìó âëèÿåò íà ýòè
ïåðåäâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, òðóäîâûå ïåðåäâèæåíèÿ íå òàê ÷óâñòâèòåëüíû ê ôàêòîðó
âðåìåíè, êàê ïåðåäâèæåíèÿ, ñîâåðøàåìûå �â ìàãàçèí çà ïðîäóêòàìè�. Â öåëîì çàäà-
÷à âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö êîððåñïîíäåíöèé èìååò ìíîãî àñïåêòîâ, íå óêëàäûâàþùèõñÿ â
ïðîöåäóðó ïîèñêà îäíîìîìåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Âìåñòå ñ òåì çàäà÷à ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé íå ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îòäåëåíà îò
çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ñåòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþùèå ìîäåëè
ðàñ÷åòà êîððåñïîíäåíöèé ñðåäè ïðî÷èõ ôàêòîðîâ ó÷èòûâàþò ìåæðàéîííûå òðàíñïîðò-
íûå ðàññòîÿíèÿ. Ýòè ðàññòîÿíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûå öåíû ïåðåäâèæåíèé,
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñÿò îò çàãðóçêè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñ÷åò áûë êîððåêòíûì,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáîáùåííûå öåíû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ÷åòå ìàòðèö, ñîîòâåòñòâî-
âàëè òåì öåíàì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìàòðèö ïî ñåòè.
Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè ïîìîùè èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö è çàãðóç-
êè ñåòè. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðèö èñïîëüçóþòñÿ öåíû, ïîëó÷åííûå
â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà çàãðóçêè íà ïðåäûäóùåì øàãå. Íà ïåðâîì øàãå ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ öåíàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïî �ïóñòîé� ñåòè. Èòåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà èçìåíåíèå îáùèõ ïîêàçàòåëåé çàãðóçêè íà øàãå èòåðàöèè íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî
ìàëûì. Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ñòàáèëèçèðóåòñÿ (èçìåíå-
íèå îáùèõ ïîêàçàòåëåé � ìåíåå îäíîãî ïðîöåíòà) ïîñëå 3-5 èòåðàöèé ñ ïðèìåíåíèåì
ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ìîäåëè ðàâíîâåñèÿ îñíîâàíû íà äåòåðìèíèðîâàííîì ïîâåäå-
íèè ïîëüçîâàòåëåé. Îíè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïîëüçîâàòåëè èìåþò òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
î ïîòîêàõ è çàäåðæêàõ íà âñåõ äóãàõ, îäèíàêîâî îöåíèâàþò ïóòè è ïðèíèìàþò òî÷íûå
ðåøåíèÿ ïðè âûáîðå ïóòåé. Îäíàêî â ðåàëüíîñòè ïîâåäåíèå ïîëüçîâàòåëåé ñòîõàñòè÷-
íî, ò.å. ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè. Äëÿ ó÷åòà ýòîé ñòîõàñòè÷íîñòè
áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [22, 67]. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ðàçëè÷àåòñÿ ôàêòè÷åñêàÿ è ïðåäïîëàãàåìàÿ
òåì èëè èíûì ïîëüçîâàòåëåì öåíà ïóòè. Ïðåäïîëàãàåìóþ öåíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçíûå ïîëüçîâàòåëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïðåäïîëàãàþò ðàçíóþ öåíó îäíîé è òîé æå äóãè. Óñëîâèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâå-
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ñèÿ òîãäà ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì, åñëè íè îäèí
èç ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìîæåò óëó÷øèòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ
öåíó ïîåçäêè, èçìåíèâ ïóòü ñëåäîâàíèÿ.

Çàäà÷à ïîèñêà ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé çàäà÷å
îïòèìèçàöèè [92]:

min
u

F (u) =
∑

a∈A

uaca(ua)−
∑

a∈A

Ca(ua)−
∑

p,q∈R

FpqSpq(u).(32)

Çäåñü ôóíêöèè Spq(u) ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè ïðåäïîëàãàåìûõ öåí
ïåðåäâèæåíèÿ ìåæäó ðàéîíàìè p è q, âû÷èñëåííûõ ïðè íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè ïî-
òîêîâ u. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kpq íàáîð àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ ðàéîíû p è q,
à ÷åðåç cpq

k � ôàêòè÷åñêóþ öåíó ïóòè k ∈ Kpq. Òîãäà ïðåäïîëàãàåìóþ öåíó ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ĉpq

k = cpq
k +ξpq

k , ãäå ξpq
k � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mĉpq
k = cpq

k . Òîãäà

Spq(u) = M

[
min

k∈Kpq

ĉpq
k

]
.(33)

Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ u, ïîñêîëüêó ôàêòè÷åñêèå öåíû, ïðè êîòîðûõ
áåðåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, çàâèñÿò îò u.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïðîáëåìû (32) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåé íåñòî-
õàñòè÷åñêîé ïðîáëåìû. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ î÷åðåä-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ íåäîñòàòî÷íî çíàíèÿ ñóììàðíîé çàãðóçêè, äîñòèãíóòîé íà ïðåäûäó-
ùèõ øàãàõ, íî òðåáóåòñÿ ÿâíî èñïîëüçîâàòü âñå ìåæðàéîííûå ïóòè è öåíû, ïîëó÷åííûå
â õîäå èòåðàöèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþò ìåòîä ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ïî äîëå λ ïåðå-
ðàñïðåäåëÿåìûõ íà êàæäîé èòåðàöèè ïîòîêîâ [84].

Â ïîñëåäíèå ãîäû óïîð â ñîâåðøåíñòâîâàíèè ìîäåëåé çàãðóçêè äåëàåòñÿ íà ðàçâèòèå
äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé [30, 50, 10]. Äîáàâëåíèå âðåìåíè êàê äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåí-
íîé ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿåò ïðîáëåìó. Ðå÷ü èäåò íå ïðîñòî îá óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è, íî è î òðóäíîñòÿõ â òåîðåòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè áàçîâûõ ïîíÿòèé, íàïðèìåð,
öåíîâîé ôóíêöèè è ñàìîãî ðàâíîâåñèÿ [51]. Äàëåå, äëÿ òîãî, ÷òîáû îòñëåæèâàòü òî÷íîå
âðåìÿ ïðîåçäà ïî òîé èëè èíîé äóãå âäîëü ïóòè, íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå
óñëîâèé äâèæåíèÿ âíóòðè äóãè, ò.å. ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé [18].
Ñ ó÷åòîì èòåðàòèâíîãî õàðàêòåðà ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîñòûõ
èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû âîçðàñòàþò ÷ðåçâû÷àéíî. Ïîäðîáíîå
îáñóæäåíèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî îáçîðà, îòìåòèì òîëüêî,
÷òî ñóùåñòâóþùèå íà äàííûé ìîìåíò ðàáîòû ïî ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ìîäåëåé
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîìïüþòåðîâ è ñèñòåì ñ ïà-
ðàëëåëüíûìè ïðîöåññîðàìè [19].

2.3.3. Ìîäåëü îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ çàãðóçêè ñåòè
îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà èìååò îñîáåííîñòè, íå õàðàêòåðíûå äëÿ çàãðóçêè ñåòè àâòî-
ìîáèëüíîãî òðàíñïîðòà. Åñëè ïîëüçîâàòåëü ñåòè ÓÄÑ â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåò
îïòèìàëüíûé ïóòü äëÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ äî öåëè, òî ïîëüçîâàòåëü ñåòè ïàññàæèðñêî-
ãî òðàíñïîðòà ìîæåò îïðåäåëèòü äëÿ ñåáÿ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ â õîäå
äâèæåíèÿ ê öåëè. Ïîä ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ ïàññàæèðà â ñåòè îáùåñòâåííîãî òðàíñ-
ïîðòà ïîíèìàåòñÿ íàáîð ïðàâèë, ðóêîâîäñòâóÿñü êîòîðûìè â ïðîöåññå ñâîåãî äâèæåíèÿ,
ïîëüçîâàòåëü äîñòèãàåò òî÷êè íàçíà÷åíèÿ. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäîâàíèå àïðèîðíî âûáðàííîìó ïóòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ ó÷àñòíèêîâ äâè-
æåíèÿ â ìîäåëÿõ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Áîëåå ñëîæíûå ñòðàòåãèè âîçíèêàþò,
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åñëè ïàññàæèð â õîäå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò òå èëè èíûå ðåøåíèÿ î ïðîäîëæåíèè ñâîåãî
ïóòè â çàâèñèìîñòè îò èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé â õîäå äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, ðåøåíèå,
ïðèíèìàåìîå â î÷åðåäíîì ïåðåñàäî÷íîì óçëå, ìîæåò çàâèñåòü îò òîãî, êàêîå òðàíñ-
ïîðòíîå ñðåäñòâî áóäåò îòïðàâëÿòüñÿ èç óçëà ïåðâûì. Åùå áîëåå ñëîæíûå ñòðàòåãèè
ïðåäóñìàòðèâàþò, íàïðèìåð, òàêóþ âîçìîæíîñòü: ïàññàæèð ìîæåò ïðèíÿòü ðåøåíèå
ñìåíèòü òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî, óâèäåâ èç îêíà àâòîáóñà, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü ïåðå-
ñåñòü íà àâòîáóñ-ýêñïðåññ, è äð.

Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé èñõîäèò èç óïðîùåííîãî îïèñàíèÿ ïî-
âåäåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè âûáîð ñòðàòåãèè äîñòèæåíèÿ öåëè ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

• äëÿ êàæäîãî óçëà, â êîòîðîì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïàññàæèð â ïðîöåññå äâèæåíèÿ
ê öåëè, ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðûé âûáðàííûé
íàáîð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûáðàííûå ïðîäîëæåíèÿ �âêëþ÷åíû â ñòðàòåãèþ�.
Âàæíî, ÷òî íàáîð ôèêñèðóåòñÿ �çàðàíåå�, ò.å. íå â ïðîöåññå äâèæåíèÿ, à íà ýòàïå
âûáîðà ñòðàòåãèè;

• îêàçàâøèñü â òîì èëè èíîì óçëå, ïîëüçîâàòåëü âñåãäà âûáèðàåò òî èç ïðîäîëæå-
íèé, âêëþ÷åííûõ â ñòðàòåãèþ, êîòîðîå ïåðâûì ïðåäîñòàâèò âîçìîæíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ (îòïðàâëåíèå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà).

Ïîñêîëüêó ñîáûòèÿ ïðèõîäà è îòïðàâëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ñ íåêîòîðûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, òî êîíêðåòíûå ïóòè
ðåàëèçóþòñÿ ñ òîé èëè èíîé âåðîÿòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü îïòèìàëüíûõ ñòðà-
òåãèé ÿâëÿåòñÿ èçíà÷àëüíî ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü òðàíñïîðòíûé ãðàô
äî ìàðøðóòíîãî ãðàôà. Ìàðøðóòû îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà îïèñûâàþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè óçëàìè è äóãàìè. Áóäåì íàçûâàòü óçëû è äóãè îáû÷íîãî ãðàôà áàçîâûìè
óçëàìè è äóãàìè â ìàðøðóòíîì ãðàôå. Ðàññìîòðèì áàçîâóþ äóãó, ïî êîòîðîé ïðîõîäÿò
k ìàðøðóòîâ îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà. Íàä êàæäîé òàêîé äóãîé ðàçìåùàåòñÿ k ìàðø-
ðóòíûõ äóã, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîåçäêå âäîëü ýòîé äóãè íà îäíîì èç ìàðøðóòîâ. Ñàìà
áàçîâàÿ äóãà òàêæå âõîäèò â ãðàô êàê äóãà äëÿ ïåøåõîäíîãî äâèæåíèÿ2. Äëÿ óïðîùåíèÿ
îïèñàíèÿ ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî îñòàíîâêè îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà âñåãäà ðàñïîëàãàþòñÿ
â óçëàõ áàçîâîãî ãðàôà. Âñå ìàðøðóòíûå óçëû, â êîòîðûõ äåëàåòñÿ îñòàíîâêà, ñîåäè-
íÿþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì áàçîâûì óçëîì óñëîâíûìè äóãàìè-ïîñàäêàìè è âûñàäêàìè.

Äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ ìàðø-
ðóòíîãî ãðàôà òàê: â êàæäîì óçëå ìàðøðóòíîãî ãðàôà ñðåäè âñåõ èñõîäÿùèõ äóã ôèê-
ñèðóåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð äóã, âêëþ÷åííûõ â ñòðàòåãèþ. Ïîïàâ â óçåë, ïîëüçîâàòåëü
ìîæåò ïðîäîëæèòü äâèæåíèå ïî îäíîé èç ôèêñèðîâàííûõ äóã. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå
ñòðàòåãèè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ íåêîòîðîãî ïîäãðàôà âñåãî ìàðøðóòíîãî ãðàôà. Áóäåì
íàçûâàòü ýòîò ïîäãðàô ãðàôîì ñòðàòåãèè.

Ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè

• îíà íå ñîäåðæèò �öèêëîâ�, ò.å. äâèãàÿñü ïî äóãàì, âêëþ÷åííûì â ñòðàòåãèþ, íåëüçÿ
âåðíóòüñÿ ïîâòîðíî â óæå ïðîéäåííûé óçåë;

• îíà îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå öåëè, ò.å. âûáèðàÿ â êàæäîì óçëå ïðîèçâîëüíóþ
äóãó, èç ÷èñëà âêëþ÷åííûõ â ñòðàòåãèþ, ïîëüçîâàòåëü âñåãäà çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ ïîïàäåò â öåëåâîé óçåë.

2Êðîìå äóã, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåãîíàì âíåóëè÷íîãî òðàíñïîðòà, ïî êîòîðûì îáû÷íî íåò äâèæåíèÿ
ïåøåõîäîâ
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Äëÿ êàæäîé äóãè ìàðøðóòíîãî ãðàôà çàäàíû äâå õàðàêòåðèñòèêè:
ca � îáîáùåííàÿ öåíà äóãè, âêëþ÷àþùàÿ, êàê âñåãäà, ñðåäíåå âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî äó-
ãå è äðóãèå äîáàâêè, âûðàæåííûå â óñëîâíûõ ìèíóòàõ. Áóäåì â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü
ïðîñòî î âðåìåíè.
fa � �÷àñòîòà îáñëóæèâàíèÿ�. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ äóã-ïîñàäîê.
Îíà ÷èñëåííî ðàâíà ñðåäíåìó êîëè÷åñòâó îòïðàâëåíèé òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ èç äàí-
íîãî óçëà ïî òîìó ìàðøðóòó, íà êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñàäêà. Âåëè÷èíà 1/fa � ýòî
ñðåäíèé èíòåðâàë îòïðàâëåíèÿ.

Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îïèñàíèÿ òðàíñïîðòíîãî ãðàôà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äóãè îáëà-
äàþò ýòèìè äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðè ýòîì ÷àñòîòà îáñëóæèâàíèÿ äëÿ âñåõ äóã, íå
ÿâëÿþùèõñÿ äóãàìè-ïîñàäêàìè, ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíåå âðåìÿ
îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ íà ýòèõ äóãàõ ðàâíî íóëþ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âðåìÿ ïðèáûòèÿ ïàññàæèðà â óçåë ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî, à
èíòåðâàë îòïðàâëåíèÿ ïîñòîÿííûé è ðàâåí 1/fa, ïîëó÷èì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ äâèæåíèÿ
ïî äóãå, âêëþ÷àÿ îæèäàíèå, ðàâíî 1/2fa+ca. Çíàÿ îáîáùåííóþ öåíó è ÷àñòîòó âñåõ äóã,
ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ öåëè îò ëþáîãî óçëà ïðè èñïîëüçîâàíèè
äàííîé ñòðàòåãèè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðåêóððåíòíî. Ïóñòü k � íîìåð öåëåâîãî óçëà,
ti � ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ óçëà k èç óçëà i ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ñòðàòåãèè.
Î÷åâèäíî, tk = 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óçåë i. Âîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ ñîãëàñíî
âûáðàííîé ñòðàòåãèè � ýòî äóãè a = (i, j) ∈ A+

i . Ïóñòü tj óæå âû÷èñëåíî äëÿ âñåõ
êîíå÷íûõ óçëîâ ýòèõ äóã. Òîãäà ñðåäíåå âðåìÿ ti äàåòñÿ ôîðìóëîé

ti =
(
1/2 +

∑
fa(ca + tj)

)
/

∑
fa.(34)

Ïîëüçóÿñü ýòîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé, ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî
óçëà.

Îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè k èç óçëà i íàçûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ,
ïðè êîòîðîé ñðåäíåå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ öåëè èç äàííîãî óçëà íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ
äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé. Ñðåäíåå âðåìÿ â îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ìîæíî òàêæå íàçûâàòü
ïîòåíöèàëîì óçëà i ïî îòíîøåíèþ ê óçëó k.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: îïòèìàëüíàÿ ñòðà-
òåãèÿ äëÿ ëþáîãî óçëà îòïðàâëåíèÿ i îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé
è äëÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ óçëîâ j, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ïðè äâèæåíèè â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ýòîé ñòðàòåãèåé. Äàííîå ñâîéñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó Áåëëìàíà
äëÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ñîãëàñíî êîòîðîìó îòðåçîê êðàò÷àéøåãî ïóòè îò íåêîòîðîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî óçëà äî êîíå÷íîãî óçëà ñàì ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì îò ïðîìå-
æóòî÷íîãî óçëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè äîáàâëåíèè èëè èñêëþ÷åíèè èç ñòðàòåãèè
êàêîé-ëèáî èñõîäÿùåé äóãè óçëà j ïîòåíöèàë ýòîãî óçëà óìåíüøàåòñÿ, òî, î÷åâèäíî,
äîëæíû óìåíüøèòüñÿ è ïîòåíöèàëû âñåõ óçëîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü â óçåë j.
Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îäíó ñòðàòåãèþ äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè k, ÿâëÿ-
þùóþñÿ îïòèìàëüíîé ñðàçó äëÿ âñåõ óçëîâ îòïðàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîìåòèì â
êàæäîì óçëå ñåòè èñõîäÿùèå äóãè, âõîäÿùèå â îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ ýòîãî óçëà.
Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ïîìå÷åííûõ äóã, î÷åâèäíî, îïðåäåëèò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ
âñåõ óçëîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè (ò.å. âûäåëåíèÿ ïîäãðàôà â ìàðøðóòíîì
ãðàôå) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëåâîãî óçëà ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, àíàëîãè÷íûé àëãîðèò-
ìó ïîñëîéíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðè ïîèñêå êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé Fpq ïî ìàðøðóòíîìó
ãðàôó. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè äâèæåíèÿ (ïàññàæèðû) ñëåäóþò îïòèìàëüíûì
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ñòðàòåãèÿì. Ïîñêîëüêó öåíû è ÷àñòîòû äóã â ìîäåëè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ñ÷èòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ðàéîíû ïðèáûòèÿ q, äëÿ êàæäîãî èç íèõ âû÷èñ-
ëèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, ðàñïðåäåëèòü êîððåñïîíäåíöèè èç âñåõ äðóãèõ ðàéîíîâ
â äàííûé ðàéîí ñîãëàñíî ýòîé ñòðàòåãèè, à ïîëó÷èâøèåñÿ ïîòîêè ñëîæèòü. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ui âõîäÿùèé ïîòîê â óçåë i ∈ I:

ui =
∑

a∈A−
i

ua.(35)

Äëÿ ðàéîíîâ îòïðàâëåíèÿ �âõîäÿùèì� ïîòîêîì ñ÷èòàåòñÿ îáúåì îòïðàâëåíèÿ: up = Fpq.
Ïîòîê ui ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî èñõîäÿùèì äóãàì, êîòîðûå âêëþ÷åíû â îïòèìàëüíóþ ñòðà-
òåãèþ. Äîëÿ ïîòîêà, ðàñïðåäåëåííîãî íà êàæäóþ èñõîäÿùóþ äóãó, ïðîïîðöèîíàëüíà
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî èìåííî ýòà äóãà ïåðâîé ïðåäîñòàâèò âîçìîæíîñòü îáñëóæèâàíèÿ.
Òîãäà

ua = ui fa/
∑

fb.(36)

Äëÿ ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé ñëåäóåò íà ýòàïå ðàñ÷åòà ñòðàòåãèè çàïîìíèòü ñïèñîê âñåõ
óçëîâ ñåòè (âêëþ÷àÿ ðàéîíû îòïðàâëåíèÿ), óïîðÿäî÷åííûé ïî ïîòåíöèàëó îòíîñèòåëü-
íî ðàéîíà ïðèáûòèÿ. Çàòåì íàëîæåíèå ïîòîêîâ íà èñõîäÿùèå äóãè íà÷èíàåòñÿ ñ ðàéî-
íà îòïðàâëåíèÿ ñ íàèáîëüøèì ïîòåíöèàëîì è ïðîäîëæàåòñÿ äëÿ âñåõ óçëîâ â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ. Ïðè òàêîé ñõåìå ãàðàíòèðîâàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîìó
óçëó i âõîäÿùèé â ýòîò óçåë ïîòîê ui áóäåò óæå âû÷èñëåí. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ âñåõ öåíòðîâ ïðèáûòèÿ, ìû íàêàïëèâàåì ñóììàðíûå ïîòîêè íà âñåõ äóãàõ
ìàðøðóòíîãî ãðàôà.

3. Ìîäåëè äèíàìèêè òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà
Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ìîäåëåé äèíàìèêè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ìîæåò áûòü
ïðèáëèçèòåëüíî ðàçäåëåíî íà òðè êëàññà:

• ìàêðîñêîïè÷åñêèå (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå) ìîäåëè

• êèíåòè÷åñêèå (ãàçîäèíàìè÷åñêèå) ìîäåëè

• ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè

Ìàêðîñêîïè÷åñêèìè íàçûâàþò ìîäåëè, êîòîðûå îïèñûâàþò äâèæåíèå àâòîìîáèëåé
â óñðåäíåííûõ òåðìèíàõ, òàêèõ êàê ïëîòíîñòü, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü, ïîòîê è äð. Ïðè òà-
êîì ïîäõîäå òðàíñïîðòíûé ïîòîê óïîäîáëÿåòñÿ äâèæåíèþ ñïåöèôè÷åñêîé æèäêîñòè,
ïîýòîìó ìîäåëè ýòîãî êëàññà òàêæå íàçûâàþò ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè.

Ìèêðîñêîïè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ ÿâíî ìîäåëèðóåòñÿ äâèæåíèå
êàæäîãî àâòîìîáèëÿ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òåîðåòè÷åñêè äîñòè÷ü áîëåå òî÷íîãî îïè-
ñàíèÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëåé ïî ñðàâíåíèþ ñ óñðåäíåííûì ìàêðîîïèñàíèåì, îäíàêî
ýòîò ïîäõîä òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíè-
ÿõ.

Ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî çàíèìàåò êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïîòîê îïèñûâà-
åòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîáèëåé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ïðîñòðàíñòâå
êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé àâòîìîáèëåé. Äèíàìèêà ôàçîâîé ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ êèíå-
òè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ýòî óðàâíåíèå îñíîâàíî íà óñðåäíåííîì îïèñàíèè ýôôåêòîâ âçà-
èìîäåéñòâèé èíäèâèäóàëüíûõ àâòîìîáèëåé, è â ýòîì ñìûñëå îíî áëèæå ê ìèêðîóðîâíþ,
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÷åì ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà èõ îñíîâå ìîæíî ñèñòåìàòè÷åñêè âûâîäèòü ìàêðîñêîïè÷åñêèå
ìîäåëè.

Îñîáîå ìåñòî â êëàññå ìèêðîìîäåëåé çàíèìàþò ìîäåëè òèïà �êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ�
(Cellural Automata), ïîëó÷èâøèå øèðîêîå ðàçâèòèå â ïîñëåäíèå ãîäû. Â ýòèõ ìîäåëÿõ
ïðèíÿòî ÷ðåçâû÷àéíî óïðîùåííîå äèñêðåòíîå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå îïèñàíèå äâè-
æåíèÿ àâòîìîáèëåé, çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü.

3.1. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè
Ïåðâàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé àíàëîãèè, áûëà
ïðåäëîæåíà â 1955 â [66]. Ìîäåëü èçâåñòíà â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå êàê LW-ìîäåëü, íà-
çâàííàÿ òàê ïî èìåíàì àâòîðîâ (Lighthill è Whitham). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(x, t) � ïëîò-
íîñòü, V (x, t) � ñðåäíþþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëåé â òî÷êå äîðîãè ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò
âðåìåíè t. Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè, âûðàæàþùèì �çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà àâòîìîáèëåé� íà äîðîãå:

∂tρ + ∂x(ρV ) = 0.(37)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé (óáûâàþùåé) ôóíê-
öèåé ïëîòíîñòè:

V (x, t) = Ve(ρ(x, t)).(38)
Ïîäñòàâëÿÿ (38) â (37), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂tρ +
(

Ve + ρ
dVe

dρ

)
∂xρ.(39)

Óðàâíåíèå (39) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ âîëí ñî
ñêîðîñòüþ ïåðåíîñà c(ρ) = Ve(ρ) + ρdVe/dρ. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîôèëü âîëíû ìîæåò
ñòàíîâèòüñÿ âñå áîëåå êðóòûì, âïëîòü äî âåðòèêàëüíîãî óãëà íàêëîíà, ïðè êîòîðîì
îáðàçóåòñÿ ðàçðûâíûé ïðîôèëü âîëíû (øîêîâûå âîëíû) [108, 109]. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ
ðàçíûå âàðèàíòû ìîäåëè ñ øîêîâûìè âîëíàìè áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ äèíà-
ìèêè çàòîðîâ [32, 73, 20]. Õîòÿ ïåðâîíà÷àëüíàÿ LW-ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ÷åðåç÷óð óïðîùåííîé, èìåííî ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè äåëàåò âîçìîæíûì èñïîëü-
çîâàíèå ýòîé ìîäåëè êàê âñïîìîãàòåëüíîãî èíñòðóìåíòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè
çàãðóçêè áîëüøèõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé [18, 19].

Â ðåàëüíîñòè ïëîòíîñòü àâòîìîáèëåé êàê ïðàâèëî íå ìåíÿåòñÿ ñêà÷êàìè, à ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ øîêîâûõ âîëí â óðàâ-
íåíèå (39) áûë äîáàâëåí ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèé äèôôóçèþ ïëîòíîñòè,
êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ ïðîôèëÿ âîëíû:

∂tρ + Ve∂xρ = −ρ
dVe

dρ
∂xρ + D∂2

xxρ.(40)

Íàèáîëåå âàæíûì íåäîñòàòêîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (38), êîòîðîå ïðåäïî-
ëàãàåò, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà V (x, t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò
ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ Ve ïðè äàííîé ïëîòíîñòè àâòîìîáèëåé. Ïîýòîìó äàííàÿ ìîäåëü
íå àäåêâàòíà ðåàëüíîñòè ïðè îïèñàíèè íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé, âîçíèêàþùèõ âáëèçè
íåîäíîðîäíîñòåé äîðîãè (ñúåçäû è âûåçäû, ñóæåíèÿ), à òàêæå â óñëîâèÿõ òàê íàçûâà-
åìîãî �stop-and-go� äâèæåíèÿ.
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Äëÿ îïèñàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé âìåñòî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñîîòíîøåíèÿ (38)
áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíà-
ìèêè ñðåäíåé ñêîðîñòè. Âïåðâûå ïðåäëîæåííîå â 1971 â [77] óðàâíåíèå ñêîðîñòè èìåëî
âèä:

∂tV + V ∂xV = −C(ρ)
ρ

∂xρ +
1
τ

(Ve(ρ)− V ) ,(41)

ãäå
C(ρ) = − 1

2τ

dVe

dρ
.(42)

Äàííîå óðàâíåíèå áûëî âûâåäåíî íà îñíîâå ìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
îòäåëüíûõ àâòîìîáèëåé â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ �ñëåäîâàíèå çà ëèäåðîì� (ñì. ðàç-
äåë 3.4.1). Ñëàãàåìîå V ∂xV íàçûâàåòñÿ êîíâåêöèîííûì è îïèñûâàåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè
â äàííîì ìåñòå äîðîãè çà ñ÷åò êèíåìàòè÷åñêîãî ïåðåíîñà àâòîìîáèëåé èç ïðåäøåñòâóþ-
ùåãî ñåãìåíòà äîðîãè â äàííóþ òî÷êó ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ïîòîêà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â
ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ �óïðåæäàþùèì� (anticipation); îíî îïèñûâàåò ðåàêöèþ âîäè-
òåëåé (òîðìîæåíèå èëè óñêîðåíèå) íà èçìåíåíèå ñèòóàöèè âïåðåäè. Âòîðîå ñëàãàåìîå â
ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ ðåëàêñàöèîííûì è îïèñûâàåò òåíäåíöèþ ïðèáëèæåíèÿ ñðåä-
íåé ñêîðîñòè V ê ðàâíîâåñíîìó ïðè äàííîé ïëîòíîñòè çíà÷åíèþ Ve(ρ); τ - õàðàêòåðíîå
âðåìÿ ðåëàêñàöèè.

Âïîñëåäñòâèè áûëî ïðåäëîæåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé
óðàâíåíèÿ ñêîðîñòè, à òàêæå ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ åãî ðåøåíèÿ [78, 79, 74, 16, 17, 88].
Îäíèì èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ óðàâíåíèÿ Ïýéíà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñòà-
öèîíàðíîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå ρ(x, t) ≡ ρ0, V (x, t) ≡ Ve(ρ0) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè. Îäíàêî
àíàëèç ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè ëàìè-
íàðíîå äâèæåíèå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, è ìàëûå âîçìóùåíèÿ
ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ôàíòîìíûõ çàòîðîâ, èëè âîëí stop-and-go äâèæåíèÿ. Äàí-
íàÿ ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíà ñëåäóþùèì èçìåíåíèåì â �óïðåæäàþùåì� ÷ëåíå
óðàâíåíèÿ:

C(ρ) =
d

dρ
Pe(ρ), Pe(ρ) = ρΘe(ρ).(43)

Çäåñü P - �äàâëåíèå ïîòîêà� (tra�c pressure), âûðàæåííîå ÷åðåç âàðèàöèþ ñêîðîñòåé â
ïîòîêå Θ. Óðàíåíèå ñêîðîñòè ïðè òàêîé çàìåíå ïðèîáðåòàåò âèä [80, 81]

∂tV + V ∂xV = −1
ρ
∂xPe +

1
τ

(Ve(ρ)− V ) .(44)

Ñîãëàñíî ýòîìó óðàâíåíèþ àâòîìîáèëè çàìåäëÿþò ñâîå äâèæåíèå, åñëè äàâëåíèå ïîòî-
êà âïåðåäè âîçðàñòàåò, è óñêîðÿþò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèÿ
ñêîðîñòåé Θ çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ïîòîêà. Äëÿ ýòîé çàâèñèìîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå èç àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè, â
ìîäåëÿõ [60, 61, 52] â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîí-
ñòàíòà: Θe(ρ) = Θ0.

Óðàâíåíèå (44), òàê æå êàê è (37)-(38), ïðåäñêàçûâàåò âîçíèêíîâåíèå øîêîâûõ âîëí.
Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ è ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçðûâîâ ðåøåíèé â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äî-
áàâëÿåòñÿ äèôôóçèîííîå ñëàãàåìîå âèäà ν∂2

xxV , àíàëîãè÷íîå ñëàãàåìîìó, îïèñûâàþ-
ùåìó âÿçêîñòü â óðàâíåíèÿõ êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå
ñêîðîñòåé ïðèîáðåòàåò âèä:

∂tV + V ∂xV = −Θ0

ρ
∂xρ + ν∂2

xxV +
1
τ

(Ve(ρ)− V ) .(45)
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Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè, ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ρcr,
ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì (îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè è
èíêðåìåíò âîçðàñòàíèÿ çàâèñÿò òàêæå îò äëèíû âîëíû âîçìóùåíèÿ). Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ïîçâîëÿåò òåîðåòè÷åñêè ìîäåëèðîâàòü ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ôàíòîìíûìè çàòî-
ðàìè, âîçíèêàþùèìè â îäíîðîäíîì ïîòîêå â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Íàèáîëåå èçâåñòíîé â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ KK-ìîäåëü (ìîäåëü
Kerner-Konh�auser, [52]). Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â óðàâíåíèÿõ (37),(45), â êî-
òîðûõ äëÿ áîëüøåé ñîâìåñòèìîñòè ñ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà êëàññè÷åñêîé ãèäðîäè-
íàìèêè âìåñòî êîíñòàíòû ν èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå ν(ρ) = ν0/ρ, ãäå ν0 - êîýôôèöèåíò
âÿçêîñòè.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ KK-ìîäåëè ïîêàçûâàåò
óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ è î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè, à òàêæå
íàëè÷èå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè. Íà îñíîâå êîìïüþ-
òåðíûõ ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìîäåëè èçó÷åí ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ è ðàç-
âèòèÿ êëàñòåðîâ � èçîëèðîâàííûõ ïåðåìåùàþùèõñÿ îáëàñòåé ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ è
íèçêîé ñêîðîñòüþ ïîòîêà [53, 54, 55, 56].

Âñå ðàññìîòðåííûå ìîäåëè íå ñâîáîäíû, îäíàêî, îò íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ íåäî-
ñòàòêîâ. Íàïðèìåð, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòè ìîäåëè ìîãóò ïðåäñêàçû-
âàòü ïëîòíîñòè, ïðåâûøàþùèå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå (�áàìïåð ê áàìïåðó�). Êðîìå
òîãî, ïðè ñèëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîãóò âîç-
íèêàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé (çàòîð �ðàññàñûâàåòñÿ íàçàä� êàê ðåçóëüòàò
äåéñòâèÿ âÿçêîñòè) [76, 21, 39].

Îïèñàííûå âûøå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè ñôîðìóëèðîâàíû â îñíîâíîì íà îñíîâå
àíàëîãèé ñ óðàâíåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè. Ñóùåñòâóåò åùå ñïîñîá âûâî-
äà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé èç îïèñàíèÿ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ àâòîìîáèëåé íà
ìèêðîóðîâíå ñ èñïîëüçîâàíèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí
Ïðèãîæèíûì ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå óðàâíåíèé äèíàìèêè ãàçà
èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçîâîé ïëîòíîñòè. Òàêèì ïóòåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìîäåëåé, à òàêæå ìîäåëè ñóùåñòâåííî áîëåå äåòàëü-
íûå, íàïðèìåð, âêëþ÷àþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
âàðèàöèè ñêîðîñòåé, à òàêæå ìîäåëè ìíîãîïîëîñíîãî äâèæåíèÿ è äð. (ñì. ðàçäåë 3.3).

3.2. Êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè
Â îòëè÷èå îò ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè è
ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà, êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâàíû íà îïèñàíèè äèíàìèêè ôàçîâîé
ïëîòíîñòè ïîòîêà, ò.å. ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîáèëåé êàê ïî êîîðäèíàòå, òàê
è ïî èíäèâèäóàëüíîé ñêîðîñòè. Çíàÿ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ôàçîâîé ïëîòíîñòè, ìîæ-
íî ðàññ÷èòàòü òàêæå è ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà - ïëîòíîñòü, ñðåäíþþ
ñêîðîñòü, âàðèàöèþ ñêîðîñòåé è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ìîìåí-
òàìè ôàçîâîé ïëîòíîñòè ïî ñêîðîñòÿì ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ôàçîâóþ ïëîòíîñòü êàê f(x, v, t). Îáû÷íàÿ (ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ) ïëîò-
íîñòü ρ(x, t), ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü V (x, t) è âàðèàöèÿ ñêîðîñòåé Θ(x, t) ñâÿçàíû ñ ìîìåíòàìè
ôàçîâîé ïëîòíîñòè ñîîòíîøåíèÿìè:

ρ(x, t) =
∫ ∞

0

dv f(x, v, t) ,(46)

V (x, t) = ρ(x, t)−1
∫ ∞

0

dv vf(x, v, t) ,(47)
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Θ(x, t) = ρ(x, t)−1
∫ ∞

0

dv (v − V )2f(x, v, t) .(48)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ôàçîâîé ïëîòíîñòè ñî âðå-
ìåíåì, íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Âïåðâûå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ
òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Ïðèãîæèíûì è ñîàâòîðàìè â 1961 ã. â
ñëåäóþùåì âèäå [86, 85, 87]:

∂tf + ∂x(fv) =
(

∂f

∂t

)

int

+
(

∂f

∂t

)

rel

.(49)

Äàííîå óðàâíåíèå, êàê è óðàâíåíèå (37), ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè, âûðàæà-
þùèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ àâòîìîáèëåé, íî òåïåðü óæå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëàãàå-
ìûå â ëåâîé ÷àñòè îïèñûâàþò èçìåíåíèå ôàçîâîé ïëîòíîñòè çà ñ÷åò êèíåìàòè÷åñêîãî
ïåðåíîñà, â òî âðåìÿ êàê ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàþò ïðîöåññ �ìãíîâåííûõ�
èçìåíåíèé ñêîðîñòåé àâòîìîáèëåé çà ñ÷åò ïðîöåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ è ðåëàêñàöèè.

Ñîãëàñíî Ïðèãîæèíó ïîä âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ àâòîìîáèëåé íà äîðîãå ïîíèìàåòñÿ
ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì áîëåå áûñòðûé àâòîìîáèëü äîãîíÿåò áîëåå ìåäëåííûé äâèæóùèé-
ñÿ âïåðåäè àâòîìîáèëü. Ïðè ýòîì âîäèòåëü áûñòðîãî àâòîìîáèëÿ ëèáî ñîâåðøàåò îáãîí,
ëèáî ñíèæàåò ñâîþ ñêîðîñòü äî ñêîðîñòè âïåðåäè èäóùåãî àâòîìîáèëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñëàãàåìîå (∂f/∂t)int â ïðàâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíî
÷åðåç êîëè÷åñòâî âçàèìîäåéñòâèé, ïðèâîäÿùèõ ê òîðìîæåíèþ, ïðîèñõîäÿùèõ â äàííîì
ìåñòå â åäèíèöó âðåìåíè. Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) âîçìîæíîñòü äëÿ îáãîíà íàõîäèòñÿ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ p, â ðåçóëüòàòå îá-
ãîíà ñêîðîñòü îáãîíÿþùåãî àâòîìîáèëÿ íå ìåíÿåòñÿ;

2) ñêîðîñòü âïåðåäè èäóùåãî àâòîìîáèëÿ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ â ëþáîì ñëó-
÷àå íå ìåíÿåòñÿ;

3) âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò â òî÷êå (ðàçìåðàìè àâòîìîáèëåé è ðàññòîÿíèåì ìåæäó
íèìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü);

4) èçìåíåíèå ñêîðîñòè â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî;

5) Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, îäíîâðåìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ
òðåõ è áîëåå àâòîìîáèëåé èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíî â âèäå:

(
∂f

∂t

)

int

=
∫ ∞

v

dv′(1− p)(v′ − v)f2(x, v′, x, v, t)(50)

−
∫ v

0

dv′(1− p)(v − v′)f2(x, v, x, v′, t),

ãäå f2(x, v, x′, v′, t) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïàð àâòîìîáèëåé ñ êîîðäè-
íàòàìè è ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî (x, v) è (x′, v′). Ïåðâûé èíòåãðàë â (50) îïèñûâàåò
ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ ôàçîâîé ïëîòíîñòè çà ñ÷åò òîðìîæåíèÿ áîëåå áûñòðûõ àâòîìîáèëåé
äî ñêîðîñòè v, âòîðîé èíòåãðàë � ïðîöåññ óìåíüøåíèÿ ïëîòíîñòè çà ñ÷åò òîðìîæåíèÿ
àâòîìîáèëåé ñî ñêîðîñòüþ v äî ìåíüøèõ ñêîðîñòåé â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè
òåïåðü äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòü, ÷òî
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6) âåðíà ãèïîòåçà �àâòîìîáèëüíîãî õàîñà� (ïî àíàëîãèè ñ ãèïîòåçîé �ìîëåêóëÿðíîãî
õàîñà� â êëàññè÷åñêîé ãàçîäèíàìèêå):

f2(x, v, x′, v′, t) = f(x, v, t)f(x′, v′, t),

ò.å. ñêîðîñòè àâòîìîáèëåé â ïîòîêå íå êîððåëèðîâàíû äî è ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ,

òî èíòåãðàëû â (50) ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî îáúåäèíåíû â îäèí èíòåãðàë îò 0 äî ∞ è
èíòåðàêòèâíûé ÷ëåí ïðèìåò âèä

(
∂f

∂t

)

int

= f(x, v, t)
∫ ∞

0

dv′(1− p)(v′ − v)f(x, v′, t).(51)

Ïîìèìî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèé, ïðèâîäÿùèõ ê òîðìîæåíèþ, â òðàíñïîðòíîì ïî-
òîêå ïðîèñõîäèò òàêæå ïðîöåññ ñïîíòàííîãî óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòåé àâòîìîáèëåé, íå íà-
õîäÿùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò âî âçàèìîäåéñòâèè ñ âïåðåäè èäóùèì àâòîìîáèëåì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç F (v;x, t) ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïîòîêå â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

f(x, v, t) = ρ(x, t)F (v; x, t),
∫ ∞

0

dvF (v; x, t) ≡ 1.(52)

Ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñâîáîäíî äâèæóùåìñÿ ïîòîêå óñòàíàâëèâàåòñÿ
åñòåñòâåííîå (ðàâíîâåñíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé F0(v;x, t), êîòîðîå ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå âîäèòåëåé ïî �æåëàåìûì� ñêîðîñòÿì äâèæåíèÿ. Ïîä
�æåëàåìîé� ñêîðîñòüþ ïîíèìàåòñÿ òà ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé êàæäûé âîäèòåëü äâèãàëñÿ
áû â îòñóòñòâèå ïîìåõ è âçàèìîäåéñòâèé. Ñîãëàñíî Ïðèãîæèíó ñòðåìëåíèå âñåõ âî-
äèòåëåé äâèãàòüñÿ ñ æåëàåìûìè ñêîðîñòÿìè ïðèâîäèò ê êîëëåêòèâíîìó ýôôåêòó ðå-
ëàêñàöèè ôàêòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé ê �æåëàåìîìó� ðàñïðåäåëåíèþ. Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç τ õàðàêòåðíîå âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà, òî ñëàãàåìîå (∂f/∂t)rel â ïðàâîé
÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
∂f

∂t

)

rel

= −f(x, v, t)− ρ(x, t)F0(v;x, t)
τ

(53)

Â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè îñòàþòñÿ åùå íå îïðåäåëåííûìè äâà ïàðàìåòðà: âåðî-
ÿòíîñòü îáãîíà p è âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ . Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû
ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà, òàêèõ êàê ïëîòíîñòü è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ïîòîêà, è íå çàâèñÿò îò èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæå-
íèè ìíîæèòåëü (1−p) ìîæåò áûòü âûíåñåí èç èíòåãðàëà â (51). Ýòî æå ïðåäïîëîæåíèå
ïîçâîëÿåò âûíîñèòü ïàðàìåòðû p è τ çà çíàê èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè êèíå-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî ñêîðîñòÿì, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò âûâîä ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (ñì. ðàçäåë 3.3).

Ñóììèðóÿ (49),(50),(53), ïîëó÷àåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå

∂tf + v∂xf = −f − ρF0

τ
+ (1− p)ρ(V − v)f.(54)

Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàëî íàëè÷èå ó íåãî íåòðèâèàëüíûõ ñâîéñòâ,
äîïóñêàþùèõ ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïåðòàöèþ â òåðìèíàõ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà. Ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò äâà ñòàöèîíàðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ðåøåíèÿ ñ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè: ðåøå-
íèå, â êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóåò æåëàåìîìó ðàñïðåäåëåíèþ, è
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ðåøåíèå, â êîòîðîì âñå àâòîìîáèëè èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü. Îáùåå ñòàöèîíàðíîå
îäíîðîäíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ýòèõ ðåøåíèé. Äàííûå ðåøåíèÿ
èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê �ðåæèì èíäèâèäóàëüíîãî äâèæåíèÿ� è �ðåæèì
êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ�. Ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ðàñòåò äîëÿ àâòîìîáèëåé, ó÷àñò-
âóþùèõ â êîëëåêòèâíîì äâèæåíèè, è ïàäàåò äîëÿ ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ àâòîìîáèëåé.
Ïðîöåññ ðàçäåëåíèÿ ïîòîêà íà äâå ôðàêöèè àíàëîãè÷åí ïðîöåññó êîíäåíñàöèè â íåêîòî-
ðûõ èçâåñòíûõ ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòàöèîíàðíîå îäíîðîäíîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ (â ðåæèìå èíäèâè-
äóàëüíîãî äâèæåíèÿ). Ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè âûøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ âîçíè-
êàåò íåóñòîé÷èâîñòü ê äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì. Íàêîíåö, â ÷èñòî êîëëåêòèâíîì
äâèæåíèè ïîòîê íåóñòîé÷èâ ê âîçìóùåíèÿì ñ ëþáîé äëèíîé âîëíû.

Ðàáîòû Ïðèãîæèíà è åãî ñîàâòîðîâ èìåëè áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ êèíåòè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà, îäíàêî ñàìî óðàâíåíèå (54) íåîä-
íîêðàòíî ïîäâåðãàëîñü êðèòèêå. Îäíèì èç íàèáîëåå êðèòè÷íûõ àñïåêòîâ òåîðèè ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïîòåçà îá �àâòîìîáèëüíîì õàîñå�. Ýòà ãèïîòåçà ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå êîððåëÿ-
öèè ñêîðîñòåé àâòîìîáèëåé â ïåðèîäû ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè. Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî
ïðè íåâîçìîæíîñòè îáãîíà äîãîíÿþùèé àâòîìîáèëü ïîïàäàåò â ñèòóàöèþ âûíóæäåííî-
ãî ñëåäîâàíèÿ çà âïåðåäè èäóùèì àâòîìîáèëåì. Â òå÷åíèå ïîñëåäóþùåãî ïðîìåæóòêà
âðåìåíè ñêîðîñòè ýòèõ àâòîìîáèëåé íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Äëÿ
ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ. Íàïðèìåð, â [1] ïðåäëîæåíî ðàçäåëåíèå îáùåé ôàçîâîé ïëîòíîñòè íà ïëîòíîñòü
ïîòîêà ñâîáîäíî äâèæóùèõñÿ àâòîìîáèëåé è ïîòîêà �áëîêèðîâàííûõ� àâòîìîáèëåé. Ñè-
ñòåìàòè÷åñêîå ðàçâèòèå ýòîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ äèíà-
ìèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåáîëüøèõ êëàñòåðîâ àâòîìîáèëåé. Ïðè ýòîì ðàñïðå-
äåëåíèå êëàñòåðîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû n îïèñûâàåòñÿ îòäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ êàæäîãî n. Ïðîöåññû óâåëè÷åíèÿ êëàñòåðîâ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ íîâûõ
àâòîìîáèëåé ñçàäè è óìåíüøåíèÿ çà ñ÷åò îáãîíà ìîäåëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìî-
äèôèêàöèÿìè èíòåðàêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé [2, 7, 64, 49].

Äðóãèì àñïåêòîì, ïîäâåðãàâøèìñÿ êðèòèêå, ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï êîëëåêòèâíîé ðåëàê-
ñàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé. Êàê ïîêàçàíî â [76], êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ðåëàêñà-
öèîííûì ÷ëåíîì â ôîðìå (53) íåàäåêâàòíî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà,
åñëè ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñâîáîäíûé
ó÷àñòîê äîðîãè, â êîòîðûé íà÷èíàåò ïîñòóïàòü ïîòîê. Î÷åâèäíî, ÷òî áûñòðî äâèæóùè-
åñÿ àâòîìîáèëè ïåðâûìè äîñòèãíóò êîíå÷íîãî ó÷àñòêà äîðîãè, â òî âðåìÿ êàê ìåäëåííî
äâèæóùèìñÿ àâòîìîáèëÿì ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ýòîãî íåêîòîðîå âðåìÿ. Îäíàêî ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ (54) ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé âäîëü âñåé äîðîãè áóäåò ñ ïåðâûõ æå ìãíî-
âåíèé ïðèáëèæàòüñÿ ê æåëàåìîìó, ò.å. íà âñåì ïðîòÿæåíèè äîðîãè ñðàçó âîçíèêíóò
ìåäëåííî äâèæóùèåñÿ àâòîìîáèëè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî æåëàåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñêî-
ðîñòåé âûñòóïàåò â ìîäåëè êàê ñâîéñòâî äîðîãè, à íå âîäèòåëåé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî
íåäîñòàòêà Ïàâåðè-Ôîíòàíà [76] ïðåäëîæèë âàæíîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñ çàìåíîé êîëëåêòèâíîé ðåëàêñàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé íà èíäèâèäó-
àëüíóþ ðåëàêñàöèþ ñêîðîñòè êàæäîãî âîäèòåëÿ ê åãî æåëàåìîé ñêîðîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé âîäèòåëü îáëàäàåò èíäèâèäóàëüíîé æåëàåìîé ñêîðî-
ñòüþ w. Òîãäà ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîìîáèëåé â ðàñøè-
ðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå g(x, v, w, t), ãäå x - êîîðäèíàòà, v - ôàêòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü
è w - æåëàåìàÿ ñêîðîñòü. Ôàçîâàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàíà ñ ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïëîòíî-
ñòüþ ñîîòíîøåíèåì

f(x, v, t) =
∫ ∞

0

dw g(x, v, w, t).(55)

Èçìåíåíèå âî âðåìåíè ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
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óðàâíåíèåì:
∂tg + v∂xg + ∂v(a(v, w)g) =

(
∂g

∂t

)

int

,(56)

ãäå a(v, w) - óñêîðåíèå àâòîìîáèëÿ, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v è èìåþùåãî æåëàå-
ìóþ ñêîðîñòü w. Îñíîâíîå îòëè÷èå (56) îò (49) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ñëàãàåìîãî,
îïèñûâàþùåãî êîëëåêòèâíóþ ðåëàêñàöèþ, âîçíèêëî ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè, ñâÿçàííîå
ñ èíäèâèäóàëüíûì óñêîðåíèåì àâòîìîáèëåé. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü:

a(v, w) =
w − v

τ
,(57)

ò.å. êàæäûé âîäèòåëü ñòðåìèòñÿ ïðèáëèçèòü ñâîþ ñêîðîñòü ê æåëàåìîé, è τ - õàðàêòåð-
íîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè.

Èíòåðàêòèâíîå ñëàãàåìîå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî (50) ïîäñ÷åòîì êîëè÷åñòâà âçàè-
ìîäåéñòâèé â åäèíèöó âðåìåíè:

(
∂g

∂t

)

int

=
∫ ∞

v

dv′(1− p)(v′ − v)g(x, v′, w, t)f(x, v, t)(58)

−
∫ v

0

dv′(1− p)(v − v′)g(x, v, w, t)f(x, v′, t).

Èíòåãðèðóÿ (56)-(58) ïî w, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îáû÷íîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè,
íàçûâàåìîå ðåäóöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Ïàâåðè-Ôîíòàíà:

∂tf + v∂xf + ∂v(
W − v

τ
f) = (1− p)ρ(V − v)f.(59)

Çäåñü W = W (x, v, t) - ñðåäíåå çíà÷åíèå æåëàåìîé ñêîðîñòè â äàííîé òî÷êå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà:

f(x, v, t)W (x, v, t) =
∫

dw wg(x, v, w, t).(60)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ðåäóöèðîâàííîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì óðàâíåíèåì îòíîñè-
òåëüíî f , ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå W òðåáóåò çíàíèÿ ðàñøèðåííîé ïëîòíîñòè g. Îäíàêî âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî âûâîäó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç óðàâíåíèÿ Ïàâåðè-Ôîíòàíà
èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ðåäóöèðîâàííàÿ ôîðìà, ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ W ïðèíèìà-
þòñÿ óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî âñå
àâòîìîáèëè èìåþò îäèíàêîâóþ æåëàåìóþ ñêîðîñòü èëè ÷òî àâòîìîáèëè ðàçäåëåíû íà
êëàññû (ëåãêîâûå è ãðóçîâûå), è âñå àâòîìîáèëè îäíîãî êëàññà èìåþò îäèíàêîâóþ æå-
ëàåìóþ ñêîðîñòü.

Êàê èñõîäíîå óðàâíåíèå Ïðèãîæèíà, òàê è ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Ïàâåðè-
Ôîíòàíà ðàññìàòðèâàþò àâòîìîáèëè êàê òî÷å÷íûå îáúåêòû, ïðè ýòîì âçàèìîäåéñòâèå
àâòîìîáèëåé òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê ëîêàëèçîâàííîå â òî÷êå. Îäíàêî â ðåàëüíîì
ïîòîêå ðàçìåðû àâòîìîáèëåé íå ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè. Êðîìå òîãî, àâòîìî-
áèëü ðåàãèðóåò íà ïðåïÿòñòâèå âïåðåäè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè, êîòîðîå òàêæå íåëüçÿ
ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, îñîáåííî ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè ïîòîêà. Ìîäèôèêàöèè
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü ýòè ôàêòîðû, áûëè ñäåëàíû â ðàáîòàõ
Õåëüáèíãà [40, 42]. Õåëüáèíã ïåðåíåñ íà îïèñàíèå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ìåòîäû, ðàíåå
ïðèìåíÿâøèåñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ,
òàêèõ êàê ïåñîê èëè çåðíî. Ìîäèôèêàöèÿ êàñàåòñÿ èíòåðàêòèâíîãî ÷ëåíà, â êîòîðîì
èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèé áûñòðûõ àâòîìîáèëåé (v′ > v) ñ àâòîìîáèëÿìè, äâèæó-
ùèìèñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, äàåòñÿ ôîðìóëîé

χ(x, t)
∫

v′>v

dv′(v′ − v)f2(x, v′, x + s, v, t).(61)
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Çäåñü f2 � ïàðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ àâòîìîáèëåé. Â îòëè-
÷èå îò (50) êîîðäèíàòà âòîðîãî (äâèæóùåãîñÿ âïåðåäè) àâòîìîáèëÿ áåðåòñÿ ñìåùåííîé
íà íåêîòîðîå �ðàññòîÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ� s, êîòîðîå òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê �áåçîïàñíîå� ðàññòîÿíèå:

s =
1

ρmax
+ TV,(62)

ãäå ρmax � ìàêñèìàëüíàÿ (�áàìïåð ê áàìïåðó�) ïëîòíîñòü, T � áåçîïàñíûé âðåìåííîé
èíòåðâàë, ñîáëþäàåìûé âîäèòåëÿìè3. Ìíîæèòåëü χ(x, t) èãðàåò ðîëü �ýôôåêòèâíîãî
ñå÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèé� è îòðàæàåò íàðàñòàíèå âèðòóàëüíîãî êîëè÷åñòâà âçàèìîäåé-
ñòâèé ñ ðîñòîì ïëîòíîñòè ïîòîêà. Â ïåðâîíà÷àëüíîé ðàáîòå [40] áûëî ïðåäëîæåíî âû-
ðàæåíèå

χ(x, t) =
1

1− ρ(x + TV, t)s
,(63)

ñîãëàñíî êîòîðîìó èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèé ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé, åñëè ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó àâòîìîáèëÿìè â ïîòîêå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ðàññòîÿíèþ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ áûëî ïðåäëîæåíî äðóãîå âûðàæåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå
ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ïðè ρ → 0, ρ → ρmax [47, 43].

Êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè áûëè òàêæå îáîáùåíû äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîïîëîñíîãî äâèæå-
íèÿ è äâèæåíèÿ ñìåøàííîãî ïîòîêà, ñîñòîÿùåãî èç ïîëüçîâàòåëåé ðàçíûõ êëàññîâ (íà-
ïðèìåð, ðàçíûõ òèïîâ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ èëè âîäèòåëåé ñ ðàçëè÷íûì òèïîì ïîâåäå-
íèÿ) [42, 95, 49]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè ôàçîâûå ïëîòíîñòè àâòîìîáèëåé ðàçíûõ
ïîëüçîâàòåëüñêèõ êëàññîâ íà êàæäîé èç ïîëîñ, à â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äîáàâèòü
ñëàãàåìûå, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ñìåíû ïîëîñ. Ïðèâåäåì çäåñü ìíîãîïîëîñíóþ ìîäåëü,
ïðåäëîæåííóþ â [95].

Ïóñòü fa
i (x, v, t) - ôàçîâàÿ ïëîòíîñòü àâòîìîáèëåé êëàññà a ∈ {1, . . . , A} íà ïîëîñå

i ∈ {1, . . . , N}. Äèíàìèêà ôàçîâîé ïëîòíîñòè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì êèíåòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì:

∂tf
a
i + ∂x(fa

i v) + ∂v

(
fa

i

V a
0i − v

τa
i

)
=

(
∂fa

i

∂t

)

int

+
(

∂fa
i

∂t

)

lc

,(64)

ãäå V a
0i - æåëàåìàÿ ñêîðîñòü ïîëüçîâàòåëåé êëàññà a íà ïîëîñå i, τa

i - ñîîòâåòñòâóþùåå
âðåìÿ ðåëàêñàöèè. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ïðîöåññ òîðìîæåíèÿ â
ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèé, âòîðîå ñëàãàåìîå - ïðîöåññ ñìåíû ïîëîñû äâèæåíèÿ. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ òèïà ñìåíû ïîëîñû:

• ñìåíà ïîëîñû â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èäóùèì âïåðåäè áîëåå ìåäëåííûì
àâòîìîáèëåì,

• �ñïîíòàííàÿ� ñìåíà ïîëîñû, îòðàæàþùàÿ æåëàíèå âîäèòåëåé äâèãàòüñÿ ïî îïðå-
äåëåííîé ïîëîñå,

• �âûíóæäåííàÿ� ñìåíà ïîëîñû âáëèçè ìåñò ñëèÿíèÿ ïîëîñ, íà âúåçäàõ-âûåçäàõ ñ
ìàãèñòðàëè è äð.

Ñîîòâåòñòâåííî èìååì:
(

∂fa
i

∂t

)

lc

=
(

∂fa
i

∂t

)int

lc

+
(

∂fa
i

∂t

)spont

lc

+
(

∂fa
i

∂t

)mand

lc

.(65)

3Ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äèñòàíöèÿ, âûäåðæèâàåìàÿ âîäèòåëÿìè, çàâèñèò îò
ñêîðîñòè ïîòîêà, â òî âðåìÿ êàê âðåìåííîé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé
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Ñëàãàåìûå (∂fa
i /∂t)int è (∂fa

i /∂t)int
lc îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèé.

Îáîçíà÷èì: Iab
i (x, v, t) � èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèé àâòîìîáèëåé êëàññà a ñî ñêî-

ðîñòüþ v â òî÷êå x íà ïîëîñå i ñî âñåìè àâòîìîáèëÿìè êëàññà b, èäóùèìè âïåðåäè ñî
ñêîðîñòÿìè w < v; Jab

i (x, v, t) - èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèé íà ïîëîñå i ìåæäó âñå-
ìè àâòîìîáèëÿìè êëàññà a ñî ñêîðîñòÿìè w > v è àâòîìîáèëÿìè êëàññà b, èäóùèìè
âïåðåäè ñî ñêîðîñòüþ v. Èíòåíñèâíîñòè Iab

i (x, v, t) äàþò âêëàä â óìåíüøåíèå ôàçîâîé
ïëîòíîñòè fa

i (x, v, t) çà ñ÷åò ñìåíû ïîëîñ è òîðìîæåíèÿ äî ìåíüøèõ ñêîðîñòåé, â òî
âðåìÿ êàê Jab

i (x, v, t) äàþò âêëàä â óâåëè÷åíèå ôàçîâîé ïëîòíîñòè çà ñ÷åò òîðìîæåíèÿ
áîëåå áûñòðûõ àâòîìîáèëåé êëàññà a äî ñêîðîñòè v. Èíòåíñèâíîñòè äàþòñÿ âûðàæåíè-
ÿìè, àíàëîãè÷íûìè (61):

Iab
i = χi

∫

v>v′

dv′ (v − v′)fab
i (x, v, x + sa

i , v′, t) ,(66)

Jab
i = χi

∫

v′>v

dv′ (v′ − v)fab
i (x, v′, x + sa

i , v, t) .(67)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pa
i âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü êëàññà a íà ïîëîñå i ìîæåò áåç

çàäåðæêè ñìåíèòü ïîëîñó äâèæåíèÿ. Î÷åâèäíî, ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà ñóììå âåðîÿòíî-
ñòåé ïåðåõîäà íà ïîëîñó (i− 1) ñïðàâà è (i + 1) ñëåâà: pa

i = pa
i,i−1 + pa

i,i+1. Ýòè âåðîÿòíî-
ñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ôóíêöèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, òàêèõ êàê ïëîòíîñòè
è ñðåäíèå ñêîðîñòè íà ïîëîñàõ.

Â òåðìèíàõ èíòåíñèâíîñòåé âçàèìîäåéñòâèé èíòåðàêòèâíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

(
∂fa

i

∂t

)

int

= (1− pa
i )

∑

b

[
J ab

i (x, v, t)− Iab
i (x, v, t)

]
,(68)

(
∂fa

i

∂t

)int

lc

=
∑

b

[
pa

i−1,iIab
i−1(x, v)− pa

i,i−1Iab
i (x, v)(69)

+pa
i+1,iIab

i+1(x, v)− pa
i,i+1Iab

i (x, v)
]
.

Ñêîðîñòè ïðîöåññîâ ñïîíòàííîé ñìåíû ïîëîñû ïðîïîðöèîíàëüíû ôàçîâûì ïëîòíî-
ñòÿì, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ÷àñòîòó ïðîèñõîäÿ-
ùèõ ñìåí ïîëîñ, óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 1/T a

i−1,i. Âåëè÷èíû T a
i−1,i èìåþò ðàçìåðíîñòü

âðåìåíè è èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê õàðàêòåðíûå ñðåäíèå âðåìåíà ìåæäó ñìåíàìè ïîëîñ.
Ñðåäíèå âðåìåíà òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ ôóíêöèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ñ
ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ñïîíòàííûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
èìåþò âèä

(
∂fa

i

∂t

)spont

lc

=
fa

i−1(x, v, t)
T a

i−1,i

− fa
i (x, v, t)
T a

i,i−1

(70)

+
fa

i+1(x, v, t)
T a

i+1,i

− fa
i (x, v, t)
T a

i,i+1

.

Äëÿ ñðåäíèõ âðåìåí ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

1
T a

i,j

= ga
i,j

(
ρi

ρmax
i

)β1
(

1− ρj

ρmax
j

)β2

,(71)
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êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ èìåþùèìèñÿ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè [96].
Âèä ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê âûíóæäåííîé ñìåíå ïîëîñ, çàâèñèò îò êîíðåòíûõ

îñîáåííîñòåé äîðîãè. Ïðèìåð ñ ñóæåíèåì äîðîãè è ñëèÿíèåì äâóõ ïîëîñ â îäíó ïðèâåäåí
â [95].

Ñðåäè äðóãèõ ìîäèôèêàöèé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòìåòèì [71, 107, 57], ãäå ñäå-
ëàíà ïîïûòêà îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàçãîíà àíàëîãè÷íî ïðîöåññàì òîðìîæåíèÿ, ò.å. êàê
ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèé àâòîìîáèëåé.

3.3. Âûâîä ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñ-
ïîðòíîãî ïîòîêà íå âñåãäà óäîáíî â ñâÿçè ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è. Âàæíîå
òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà èõ îñíîâå ìîæíî ñèñòåìà-
òè÷åñêè âûâîäèòü óðàâíåíèÿ äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, òàêèõ êàê ïëîòíîñòü
è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü.

Ñîãëàñíî (47)-(48) ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ìî-
ìåíòû ôàçîâîé ïëîòíîñòè ïî ïåðåìåííîé ñêîðîñòè. Ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò ïîðÿäêà k
äàåòñÿ ôîðìóëîé

mk(x, t) =
∫ ∞

0

dvvkf(x, v, t).(72)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (54) íà vk è èíòåãðèðóÿ ïî dv, ïîëó÷àåì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ k-ãî ìîìåíòà:

∂tmk + ∂xmk+1 = −mk −m0k

τ
+ (1− p)(m1mk − ρmk+1).(73)

Çäåñü m0k - k-é ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ æåëàåìûõ ñêîðîñòåé, êîòîðîå â ìîäåëè Ïðèãî-
æèíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ k = 0 óðàâíåíèå (73) äàåò óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè (37). Óðàâíåíèå äëÿ k = 1 ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíî ê óðàâíåíèþ ñêîðîñòåé (44), â êîòîðîì �âíóòðåííåå äàâëåíèå� ïîòîêà ñâÿçàíî ñ
âàðèàöèåé ñêîðîñòåé â ïîòîêå ñîîòíîøåíèåì P(ρ) = ρΘ(ρ), à ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü Ve

äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Ve = V0 − (1− p)τρΘ.(74)

Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñðåäíåé æåëàåìîé ñêîðî-
ñòè, èç êîòîðîé âû÷òåíî ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ. Ïàäåíèå ñêîðîñòè
òåì âûøå, ÷åì âûøå ïëîòíîñòü èëè ðàçáðîñ ñêîðîñòåé. Êðîìå òîãî, ê ïàäåíèþ ðàâíîâåñ-
íîé ñêîðîñòè ïðèâîäèò óâåëè÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè èëè óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè
îáãîíà. Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îáîñíîâûâàòü âèä ìàêðîñêî-
ïè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ è ñîäåðæàòåëüíûå
èíòåðïðåòàöèè ôóíêöèé è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ (73) îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó, â êîòîðîé äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà ïîðÿäêà k òðåáóåòñÿ çíàíèå äèíàìèêè ìîìåíòà ïîðÿäêà k +1.
×òîáû îáîðâàòü ýòó öåïî÷êó è çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðè íåêîòîðîì k, ââîäèòñÿ
ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå k+1-é ìîìåíò ñ ìîìåíòàìè ìåíüøåãî ïîðÿäêà.
×àùå âñåãî öåïî÷êà îáðûâàåòñÿ ïðè k = 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî ïðèáëèæåííîãî
âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèè ñêîðîñòåé â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè Θ = Θ(ρ), õîòÿ â ðÿäå
ðàáîò èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ âàðèàöèè.

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áûëè âïåðâûå ïîëó÷åíû èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Ïðèãîæèíà â [81], â [76] ïðèâîäÿòñÿ òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ, ïîëó÷åííûå èíòå-
ãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ïàâåðè-Ôîíòàíà. Îäíàêî ýòè óðàâíåíèÿ íå áûëè äîâåäåíû äî
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ñòàäèè êàëèáðîâêè ïî ðåàëüíûì äàííûì è äàëüíåéøåãî ïðîäîëæåíèÿ ðàáîòû íå ïîëó-
÷èëè. Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðîèçîøëî â ñåðåäèíå äåâÿíîñòûõ
ãîäîâ â ñâÿçè ñ ðàáîòàìè Õåëüáèíãà è åãî ñîàâòîðîâ [39, 38, 40, 42, 95, 43]. Õåëüáèíã
èñïîëüçîâàë â êà÷åñòâå îñíîâû êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ïàâåðè-Ôîíòàíà, ïðåäëîæèâ
ðÿä åãî ìîäèôèêàöèé è îáîáùåíèé, ïîçâîëèâøèõ â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èòü õîðîøî
îòêàëèáðîâàííûå ìàêðîìîäåëè òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà.

Óðàâíåíèå Ïàâåðè-Ôîíòàíà (56) ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â
ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ôàêòè÷åñêèì ñêîðîñòÿì v
è æåëàåìûì ñêîðîñòÿì w. Ìîìåíò ïîðÿäêà k ïî ôàêòè÷åñêîé ñêîðîñòè è ïîðÿäêà l ïî
æåëàåìîé ñêîðîñòè äàåòñÿ âûðàæåíèåì

mk,l(x, t) =
∫ ∞

0

dvvk

∫ ∞

0

dwg(x, v, w, t).(75)

Â ÷àñòíîñòè, ïëîòíîñòü àâòîìîáèëåé åñòü ìîìåíò íóëåâîãî ïîðÿäêà: ρ = m0,0, ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü è ñðåäíÿÿ æåëàåìàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿþòñÿ ìîìåíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà: ρV =
m1,0, ρW = m0,1; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âàðèàöèè è êîððåëÿöèÿ ôàêòè÷åñêîé è
æåëàåìîé ñêîðîñòè è ò.ä.

Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå òàê
ïðîñò, êàê ýòî îïèñàíî âûøå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïðèãîæèíà. Âàæíîå îòëè÷èå óðàâíåíèÿ
Ïàâåðè-Ôîíòàíà îò óðàâíåíèÿ Ïðèãîæèíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå èíòåðàê-
òèâíûé ÷ëåí èíòåãðàëû (58) íå ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî îáúåäèíåíû â îäèí èíòåãðàë ïî
ïåðåìåííîé ñêîðîñòè, âçÿòûé îò 0 äî ∞. Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ íà vkwl è èíòåãðèðîâàíèå ïî v è w íå äàåò çàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ
(èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ìîìåíòû âèäà mk,0, ò.å. ìîìåíòû, ñâÿçàííûå ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ôàêòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, äëÿ êîòîðûõ òàêîé âûâîä âîçìîæåí è ïðèâåäåí â [76]). Àíà-
ëîãè÷íàÿ òðóäíîñòü âîçíèêàåò ïðè äðóãèõ ìîäèôèêàöèÿõ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,
íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè �íåòî÷å÷íûõ� âçàèìîäåéñòâèé è äð. Âîçìîæåí, îäíàêî,
ïðèáëèæåííûé âûâîä ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè èòåðàòèâíîãî ìåòî-
äà, èçâåñòíîãî â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå êàê ìåòîä ×àïìàíà-Ýíñêîãà. Òàê íàçûâàåìîå
�íóëåâîå ïðèáëèæåíèå� äëÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ôàêòè÷åñêèõ è æåëàåìûõ ñêîðîñòåé â ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî íîðìàëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì âèäà

g(x, v, w, t) =
1

2π
√

∆
exp

{
− 1

2∆
(Θvv(δV )2 −ΘvwδV δW + Θww(δW )2)

}
,(76)

ãäå ∆ = ΘvvΘww − Θ2
vw. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â èíòåãðàë âçàèìîäåéñòâèé êè-

íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è èíòåãðèðóÿ ïî ñêîðîñòÿì, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ
ìîìåíòîâ.

Íà ñëåäóþùåì øàãå âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ êîððåêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ê íóëå-
âîìó ïðèáëèæåíèþ è ò.ä. Â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ ïîêàçàíî, ÷òî íóëåâîå ïðèáëè-
æåíèå ê ðåøåíèþ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèò ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ Ýéëåðà, à êîððåêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà - ê óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà. Êàê ïîêàçàëè
âû÷èñëåíèÿ, òðàíñïîðòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïðèáëèæåíèé âî ìíî-
ãîì àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè, ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ
íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî Ýéëåðî-ïîäîáíûìè è Íàâüå-Ñòîêñà-ïîäîáíûìè óðàâíåíèÿìè
òðàíñïîðòíîé äèíàìèêè. Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ äàí â [38, 41, 104, 103, 46, 95].

Ñðåäè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íàèáîëåå õîðîøî èçó÷åíà è îòêàëèáðîâàíà ïî ðåàëüíûì äàííûì

34



GKT-ìîäåëü (Gaz-Kinetic Tra�c model, [47, 95]). Çäåñü ìû ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó îä-
íîïîëîñíîãî âàðèàíòà ìîäåëè. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò �íåëî-
êàëüíîñòè� âçàèìîäåéñòâèé. Àâòîìîáèëè, íàõîäÿùèåñÿ â òî÷êå x, âçàèìîäåéñòâóþò ñ
àâòîìîáèëÿìè âïåðåäè íà ðàññòîÿíèè âçàèìîäåéñòâèÿ x+ s(ρ, V ). Â ïîñëåäóþùèõ ôîð-
ìóëàõ ïåðåìåííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áåðóòñÿ â ñìåùåííîé òî÷êå x + s, äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷àþòñÿ øòðèõîì. Æåëàåìàÿ ñêîðîñòü äëÿ âñåõ âîäèòåëåé äëÿ ïðîñòîòû ïîëà-
ãàåòñÿ êîíñòàíòîé, à äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé V è V ′ ïðèíèìàåòñÿ â
Ýéëåðîâîì ïðèáëèæåíèè áèâàðèàíòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, àíàëîãè÷íîå (76).
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ïîëó÷àåì
èñêîìóþ ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà. Åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â îáû÷íîì óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè (37) äëÿ ïëîòíîñòè è óðàâ-
íåíèè âèäà (44) äëÿ ñêîðîñòè, â êîòîðîì �âíóòðåííåå äàâëåíèå� ïîòîêà ñâÿçàíî ñ âàðèà-
öèåé ñêîðîñòåé â ïîòîêå ñîîòíîøåíèåì P(ρ) = ρΘ(ρ), à ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü Ve äàåòñÿ
âûðàæåíèåì

Ve = V0 − τ(1− p)B(δV ).(77)
Êëþ÷åâûì â ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí B(δV ). Îí ïðîèñõîäèò îò èíòåãðàëà âçàèìîäåéñòâèé
â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè è çàêëþ÷àåò â ñåáå îïèñàíèå ýôôåêòà âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó
àâòîìîáèëÿìè. Ýòîò ÷ëåí íàçûâàåòñÿ áîëüöìàíîâñêèì ôàêòîðîì. Ýòîò ôàêòîð çàâèñèò
îò ýôôåêòèâíîé áåçðàçìåðíîé ðàçíîñòè ñêîðîñòåé δV â òî÷êàõ x è x + s, à òàêæå îò
âàðèàöèè ñêîðîñòåé â ïîòîêå Θ. Áîëüöìàíîâñêèé ôàêòîð èìååò âèä

B(δV ) = χ(ρ)ρ′S
[
δV N(δV ) + (1 + δV 2)E(δV )

]
,(78)

δV = (V − V ′)/
√

S,(79)
S = Θ− 2k

√
ΘΘ′ + Θ′.(80)

Çäåñü N(x) � ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à E(x) � íåïîëíûé èíòåãðàë
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

N(x) =
1√
2π

e−
x2
2 ,(81)

E(x) =
1√
2π

x∫

−∞
dy e−

y2

2 .(82)

Áîëüöìàíîâñêèé ôàêòîð ïðåíåáðåæèìî ìàë ïðè îòðèöàòåëüíîé ðàçíîñòè ñêîðîñòåé
(â óñêîðÿþùåìñÿ ïîòîêå) è ðåçêî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîëîæèòåëüíîé ðàçíîñòè
ñêîðîñòåé (â çàìåäëÿþùåìñÿ ïîòîêå). Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíàÿ ðàçíîñòü ñêîðîñòåé (79)
óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì âàðèàöèè Θ èëè óâåëè÷åíèåì êîððåëÿöèè k ñêîðîñòåé â ïîòîêå.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áîëüøîé ðàçáðîñ èíäèâèäóàëüíûõ ñêîðîñòåé �ñìàçûâàåò� ýôôåêò
îò ðåãóëÿðíîãî ñíèæåíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ, ÷òî âûðàæàåòñÿ
â óìåíüøåíèè ýôôåêòèâíîé ðàçíîñòè ñêîðîñòåé, õîòÿ â öåëîì áîëüöìàíîâñêèé ôàêòîð
ðàñòåò ñ ðîñòîì âàðèàöèè áëàãîäàðÿ ìíîæèòåëþ S â (78).

Äëÿ âàðèàöèè è êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïðèìåíÿþòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèå âûðà-
æåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ýìïèðè÷åêèé äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè, Θ(ρ) = α(ρ)V 2, ãäå
α(ρ) - ôóíêöèÿ, áëèçêàÿ ê ñòóïåí÷àòîé, ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ïðè íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ è
ñêà÷êîì â îáëàñòè ñðåäíèõ ïëîòíîñòåé ïîòîêà. Äðóãîé âàæíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ íó-
æäàåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè, ÿâëÿåòñÿ �ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ� χ(ρ). Íà
îñíîâå êàëèáðîâêè ìîäåëè è ñ ó÷åòîì òðåáóåìûõ àñèìïòîòèê ïðè íèçêèõ è âûñîêèõ
ïëîòíîñòÿõ â [47] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

[1− p(ρ)]χ(ρ) =
V0T

2

τα(ρmax)
ρ

(1− ρ/ρmax)2
.(83)
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Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëü àäåêâàòíî âîñïðîèçâîäèò íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà
òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà, òàêèå êàê âîçíèêíîâåíèå stop-and-go äâèæåíèÿ, ãèñòåðåçèñ ïðè
ïåðåõîäå îò ðåæèìà ñâîáîäíîãî ê çàòîðíîìó äâèæåíèþ è äð [47, 48, 43]. Ìîäåëü ïðèìå-
íÿëàñü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè ïîòîêà âáëèçè èñòî÷íèêà íåðàâíîìåðíîñòè
(âúåçäû è ñúåçäû ñ àâòîñòðàäû), ãäå áûëà ïîëó÷åíà äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ êà÷åñòâåí-
íûõ ñîñòîÿíèé ïîòîêà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ íàáåãàþùåãî ïîòîêà è ïîòîêà íà âúåç-
äå [44]. Âûâîä è êàëèáðîâêà áîëåå îáùåãî âàðèàíòà ìîäåëè äëÿ íåñêîëüêèõ ïîëîñ è
íåñêîëüêèõ êëàññîâ ïîëüçîâàòåëåé äàíà â [95].

3.4. Ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè
Ïåðâûå ìèêðîñêîïè÷åñêèå ìîäåëè áûëè ïðåäëîæåíû â 50-õ ãîäàõ â [89, 82]. Ïóñòü àâ-
òîìîáèëè çàíóìåðîâàíû èíäåêñîì n â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ïîðÿäêîì íà äîðîãå. Â ìè-
êðîìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå n-ãî àâòîìîáèëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì
ñîñåäíèõ àâòîìîáèëåé. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-
øåñòâóþùèé àâòîìîáèëü n− 1. Ýòîò àâòîìîáèëü ÷àñòî íàçûâàþò ëèäèðóþùèì, à âåñü
êëàññ ìèêðîìîäåëåé � ìîäåëÿìè �ñëåäîâàíèÿ çà ëèäåðîì� (follow-the-leader).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xn è vn ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè àâòîìîáè-
ëåé. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ óñêîðåíèå n-ãî àâòîìîáèëÿ, ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

• ñêîðîñòü äàííîãî àâòîìîáèëÿ îòíîñèòåëüíî ëèäèðóþùåãî àâòîìîáèëÿ ∆vn(t) =
vn(t)− vn−1(t);

• ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ vn(t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò áåçîïàñíûé èíòåðâàë
äëÿ äâèæåíèÿ;

• äèñòàíöèÿ äî ëèäèðóþùåãî àâòîìîáèëÿ, dn(t) = xn−1(t)− xn(t) èëè, êàê âàðèàíò,
�÷èñòàÿ� äèñòàíöèÿ sn(t) = dn(t)− ln−1, ó÷èòûâàþùàÿ äëèíó àâòîìîáèëÿ ln.

Ñîîòâåòñòâåííî, â îáùåì âèäå äâèæåíèå àâòîìîáèëåé îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

v̇n(t) = f(vn, ∆vn, dn).(84)

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè îïðåäåëÿþòñÿ âèäîì ôóíêöèè f .

3.4.1. Ìîäåëè ñëåäîâàíèÿ çà ëèäåðîì. Â ïåðâûõ âàðèàíòàõ ìîäåëè ñëåäîâàíèÿ
çà ëèäåðîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êàæäûé âîäèòåëü àäàïòèðóåò ñâîþ ñêîðîñòü ê ñêîðîñòè
ëèäèðóþùåãî àâòîìîáèëÿ:

v̇n(t) =
1
τ

[vn−1(t)− vn(t)] ,(85)

ãäå τ - õàðàêòåðíîå âðåìÿ àäàïòàöèè.
Â [82] óðàâíåíèå (85) áûëî ïîëó÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè ñîîòíîøåíèÿ

∆xn(t) = xn−1(t)− xn(t) = (∆x)safe + τvn(t),(86)

âûðàæàþùåå ñòðåìëåíèå âîäèòåëåé ñîõðàíÿòü çàâèñÿùóþ îò ñêîðîñòè áåçîïàñíóþ äè-
ñòàíöèþ (∆x)safe äî ëèäèðóþùåãî àâòîìîáèëÿ.

Îäíàêî äàííàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü íå îïèñûâàåò òàêèå ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ïîòîêà, êàê
íåóñòîé÷èâîñòü è âîçíèêíîâåíèå âîëí çàòîðîâ. Áûë ïðåäëîæåí ðÿä åå ìîäèôèêàöèé.
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Òàê, â [12] ïðåäëîæåíî ââåñòè â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäåðæêó àðãóìåíòà ∆t ≈ 1, 3 ñ,
îòðàæàþùóþ âðåìÿ ðåàêöèè âîäèòåëåé íà èçìåíåíèå ñêîðîñòè ëèäèðóþùåãî àâòîìîáè-
ëÿ. Äàëåå, ìíîæèòåëü 1/τ â (85) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîýôôèöèåíò ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè S, õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü ðåàêöèè âîäèòåëÿ ê èçìåíåíèþ ñêîðîñòè ëè-
äåðà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé
îò ñêîðîñòè è òåêóùåé äèñòàíöèè äî ëèäåðà. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ìîäåëü ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñìåùåííûì àðãóìåíòîì

v̇n(t + ∆t) = S[vn−1(t)− vn(t)].(87)

Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà îáû÷íî äåìîíñòðèðóþò íåóñòîé÷èâîñòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ ∆t. Â ÷àñòíîñòè, ïðè S = 1/T = const óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè óðàâíå-
íèÿ (87) èìååò âèä ∆t/T > 1/2. Íàëè÷èå íåóñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò â ïðèíöèïå ìîäå-
ëèðîâàòü ðàçâèòèå âîëí çàòîðîâ. Îäíàêî óðàâíåíèå, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè S ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíñòàíòîé, íå âîñïðîèçâîäèò ìíîãèå ñâîéñòâà ðåàëüíîãî
ïîòîêà, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíóþ äèàãðàììó, ò.å. çàâèñèìîñòü ïîòîêà îò ïëîòíîñòè.
Áîëåå àäåêâàòíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü âîçðàñòàåò ïðè óìåíüøåíèè äèñòàíöèè äî ëèäåðà. Â [33] ïðåäëîæåíî âûðàæåíèå
äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ñîãëàñóþùååñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè:

1
T

=
1
T0

[vn(t + ∆t)]m1

[xn−1(t)− xn(t)]m2
,(88)

ãäå m1 è m2 - ýìïèðè÷åñêè ïîäáèðàåìûå êîíñòàíòû.
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé ñòàöèîíàðíûé ïîòîê, â êîòîðîì âñå ñêîðîñòè vn è èíòåðâà-

ëû dn îäèíàêîâû. Òîãäà ïëîòíîñòü ïîòîêà åñòü 1/dn, à ðàâíîâåñíàÿ ñêîðîñòü Ve = vn.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâíîâåñíîå ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè

Ve(ρ) = V0[1− (ρ/ρmax)m2−1]1/(1−m1),(89)

ãäå V0 � ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ (æåëàåìàÿ ñêîðîñòü), ρmax � ìàêñèìàëüíî
äîïóñòèìàÿ ïëîòíîñòü àâòîìîáèëåé. Áëèçêèå ê ýìïèðè÷åñêèì ôóíäàìåíòàëüíûå äèà-
ãðàììû ïîëó÷åíû ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ m1 ≈ 0,8, m2 ≈ 2,8 [68] èëè m1 = 0,953,
m2 = 3,05 [62, 63].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëü ñëåäîâàíèÿ çà ëèäåðîì èñïîëüçóåòñÿ â ïðîãðàììíîì ïàêå-
òå MITSIM. Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð âàðèàíòîâ ìîäåëè è èñòîðèè ïðåäìåòà ñîäåðæèòñÿ
â [9].

3.4.2. Ìîäåëè îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ìîäåëè ñëåäîâà-
íèÿ çà ëèäåðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íåïðàâèëüíî îïèñûâàåò äèíàìèêó îäèíî÷íîãî
àâòîìîáèëÿ. Óñêîðåíèå àâòîìîáèëÿ â îòñóòñòâèå ëèäåðà â ýòîé ìîäåëè ðàâíî íóëþ, â òî
âðåìÿ êàê ðàçóìíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñòðåìëåíèè âîäèòåëÿ ïðèáëèçèòü ñâîþ
ñêîðîñòü ê íåêîòîðîé æåëàåìîé ñêîðîñòè v0

n. Ìîäåëè äðóãîãî òèïà èñõîäÿò èç ïðåäïîëî-
æåíèÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî âîäèòåëÿ ñóùåñòâóåò �áåçîïàñíàÿ� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ v′e(dn),
çàâèñÿùàÿ îò äèñòàíöèè äî ëèäåðà. Äàííàÿ ñêîðîñòü òàêæå íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé
ñêîðîñòüþ. Â ýòèõ ìîäåëÿõ âìåñòî àäàïòàöèè ñêîðîñòè ê ñêîðîñòè ëèäåðà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ê îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè. Âëèÿíèå ëèäåðà êîñâåííî âûðàæåíî ÷åðåç
çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè îò äèñòàíöèè. Òàêàÿ ìîäåëü âïåðâûå ïðåäëîæåíà
â [72], ãäå ïðåäïîëàãàëàñü àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè ñ çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè:

vn(t + ∆t) = v′e(dn(t)) = ve(sn(t)).(90)
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Â [4, 5] ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

v̇n(t) =
1
τ

(v′e(dn(t))− vn(t)),(91)

ãäå îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåì

v′e(d) =
v0

2
(tanh(d− dc) + tanh dc)(92)

ñ ïîäõîäÿùèìè êîíñòàíòàìè v0 and dc. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàç-
ëîæåíèåì (90) â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî τ = ∆t: vn(t + ∆t) ≈
vn(t) + ∆t dvn(t)/dt.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàëîå âîçìóùåíèå â ìîäåëè îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè ïðèâîäèò
ê ðàçâèòèþ çàòîðà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè

dv′e(dn)
d dn

=
dve(sn)

dsn
>

1
2τ

,(93)

ò.å. â ñëó÷àå áîëüøîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ èëè êðóòîãî âèäà çàâèñèìîñòè îïòèìàëü-
íîé ñêîðîñòè îò äèñòàíöèè ve(sn). Ñõîäíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [3, 105] äëÿ àíàëî-
ãè÷íûõ ìîäåëåé ñ äîïîëíèòåëüíûì çàïàçäûâàíèåì ðåàêöèè ïî âðåìåíè ∆t.

3.4.3. Ìîäåëü Òðàéáåðà. Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè îáëàäàåò
ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, îíà î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíà ê êîíêðåòíîìó âûáîðó ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè îò äèñòàíöèè v′e(dn), à òàêæå ê âûáîðó
τ . Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ τ â ìîäåëè íà÷èíàþò ïðîèñõîäèòü ñòîëêíîâåíèÿ àâòîìîáè-
ëåé, â òî âðåìÿ êàê ïðè ñëèøêîì ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîçíèêàþò íåðåàëèñòè÷íî áîëüøèå
óñêîðåíèÿ. Íà ñàìîì äåëå õàðàêòåðíûå âðåìåíà ðàçãîíà ïðèáëèçèòåëüíî â ïÿòü ðàç
ïðåâûøàþò õàðàêòåðíûå âðåìåíà òîðìîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ðåàëüíîñòè âîäèòåëè âû-
äåðæèâàþò áîëüøóþ äèñòàíöèþ è òîðìîçÿò ðàíüøå ïðè âûñîêîé ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî
ëèäåðà ∆vn(t). Äëÿ ó÷åòà ýòèõ è äðóãèõ îñîáåííîñòåé ðåàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âîäèòåëåé
áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîãî âàðèàíòîâ ìîäåëè [34, 58, 59, 8, 45, 99].

Îäíîé èç íàèáîëåå óäà÷íûõ ìèêðîìîäåëåé ìîæíî ïðèçíàòü ìîäåëü �ðàçóìíîãî âî-
äèòåëÿ� (Intelligent Driver Model, IDM), ðàçðàáîòàííóþ Òðàéáåðîì [100, 101]. Êàëèá-
ðîâêà è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ýòîé ìîäåëüþ ïîêàçàëè, ÷òî åå ñâîéñòâà óñòîé÷èâû
ê âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ; ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ðåàëèñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðè ðàçãîíå
è òîðìîæåíèè è âîñïðîèçâîäèò îñíîâíûå íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà.

Â ìîäåëè IDM ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå àâòîìîáèëÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé ñêîðîñòè vn, �÷èñòîé� äèñòàíöèè äî ëèäåðà sn = dn − ln−1 è ñêîðîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ëèäåðà ∆vn:

v̇n = an

[
1−

(
vn

v0
n

)δ

−
(

s∗n(vn, ∆vn)
sn

)2
]

.(94)

Ñëàãàåìîå an[1−(vn/v0
n)δ] â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó óñêîðå-

íèÿ àâòîìîáèëÿ íà ñâîáîäíîé äîðîãå, â òî âðåìÿ êàê ñëàãàåìîå fn,n−1 = −an[s∗n(vn,∆vn)/sn]2

îïèñûâàåò òîðìîæåíèå, ñâÿçàííîå ñî âçàèìîäåéñòâèåì ñ ëèäåðîì. Âûáîð ïàðàìåòðà δ
ïîçâîëÿåò îòêàëèáðîâàòü ïîâåäåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðàçãîíîì. Çíà÷åíèå δ = 1 ñîîòâåò-
ñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ïî âðåìåíè ðàçãîíó, õàðàêòåðíîìó äëÿ áîëüøèíñòâà äðóãèõ
ìîäåëåé. Ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà óñêîðåíèå íå óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî â
ïðîöåññå ðàçãîíà (â ïðåäåëå ïðè δ → ∞ ïðîèñõîäèò ðàçãîí ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì
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an âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé ñêîðîñòè v0
n), ÷òî ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ

âîäèòåëåé. Òîðìîçÿùèé ÷ëåí çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ �æåëàåìîé� äèñòàíöèè s∗n è ôàêòè-
÷åñêîé äèñòàíöèè sn, ïðè÷åì æåëàåìàÿ äèñòàíöèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

s∗n(vn, ∆vn) = s′n + s′′n

√
vn

v0
n

+ Tnvn +
vn∆vn

2
√

anbn

.(95)

Ïàðàìåòðû ìîäåëè ìîãóò áûòü âûáðàíû èíäèâèäóàëüíî äëÿ êàæäîãî n-ãî àâòîìîáè-
ëÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âîäèòåëåé è òðàíñïîðòíûõ
ñðåäñòâ. Îäíàêî ìíîãèå îáùèå õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ èäåíòè÷íûõ âîäèòåëåé. Ïàðàìåòðû èìåþò ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ,
ýòî � æåëàåìàÿ ñêîðîñòü v0, áåçîïàñíûé âðåìåííîé èíòåðâàë T , ìàêñèìàëüíîå óñêî-
ðåíèå a, �êîìôîðòíîå� (íå ýêñòðåííîå) òîðìîæåíèå b, ïîêàçàòåëü �÷óâñòâèòåëüíîñòè�
ïðè óñêîðåíèè δ, �çàòîðíûå� äèñòàíöèè s′ è s′′ è äëèíà àâòîìîáèëÿ l. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ
÷èñëà ïàðàìåòðîâ ìîæíî óïðîñòèòü ìîäåëü, ïîëîæèâ δ = 1, s′′ = 0 è l = 0, ïðè ýòîì
àäåêâàòíîñòü ìîäåëè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñîõðàíÿåòñÿ.

Â ðàâíîâåñíîì ïîòîêå, êîãäà v̇n = 0 è ∆vn = 0, âîäèòåëè ñòðåìÿòñÿ ñîõðàíèòü çàâè-
ñÿùóþ îò ñêîðîñòè ðàâíîâåñíóþ äèñòàíöèþ äî ëèäåðà se(v) = s∗(v, 0)[1 − (v/v0)δ]−1/2.
Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàéòè ðàâíîâåñíóþ ñêîðîñòü è ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëü-
íóþ äèàãðàììó. Â ÷àñòíîñòè, â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà δ = 1 è s′ = s′′ = 0, ìîæíî
íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîé ñêîðîñòè

ve(s) =
s2

2v0T 2

[
−1 +

√
1 +

4T 2v2
0

s2

]
.(96)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ è î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äèñòàíöèþ ñ ïëîòíî-
ñòüþ àâòîìîáèëåé s = (d − l) = (1/ρ − l) = (1/ρ − 1/ρmax), ïîëó÷àåì ðàâíîâåñíûé
ïîòîê Qe(ρ) = ρVe(ρ) êàê ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, ò.å. ôóíäàìåíòàëüíóþ äèàãðàììó. Êî-
ýôôèöèåíò δ âëèÿåò íà ôîðìó äèàãðàììû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ðîñòå δ ïåðåõîä îò
ñâîáîäíîãî ê çàãðóæåííîìó ðåæèìó ñòàíîâèòñÿ áîëåå ðåçêèì. Â ïðåäåëå ïðè δ → ∞
è s′′ = 0 ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà ñòàíîâèòñÿ òðåóãîëüíîé ñ óãëîì â òî÷êå ìàêñè-
ìàëüíîãî ïîòîêà: Qe(ρ) = min(ρv0, [1 − ρ(l + s′)]/T ). Ïðè óìåíüøåíèè δ ôîðìà êðèâîé
ñãëàæèâàåòñÿ, ïðèáëèæàÿñü ê íàáëþäàåìîé.

3.4.4. Êëåòî÷íûå àâòîìàòû. Êëåòî÷íûìè àâòîìàòàìè (Cellural Automata, CA)
íàçûâàþò èäåàëèçèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðîì âðåìÿ è ïðî-
ñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè, è âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû èìåþò íåêîòîðûé
äèñêðåòíûé íàáîð âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Êîíöåïöèÿ CA áûëà ââåäåíà ôîí Íåéìàííîì
â 50-õ ãîäàõ â ñâÿçè ñ àáñòðàêòíîé òåîðèåé ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí. Ïîçæå CA áûëè ïðèìåíåíû ê ìîäåëèðîâàíèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ. Âïåðâûå CA áûë ïðåäëîæåí äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà â [15]. Àêòèâíàÿ ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèÿ CA â îáëàñòè
òðàíñïîðòà íà÷àëàñü ïîñëå ðàáîò Íàãåëÿ è Øðåêåíáåðãà (Nagel-Schreckenberg, [70]). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî CA, ïîäðîáíûé îáçîð êîòîðûõ
äàí, íàïðèìåð, â [13].

Â ìîäåëÿõ CA êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ, à òàêæå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ
äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè. Äîðîãà (ïîëîñà äîðîãè) ðàçáèâàåòñÿ íà óñëîâíûå �ÿ÷åéêè�
îäèíàêîâîé äëèíû ∆x, ïðè÷åì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ÿ÷åéêà ëèáî ïóñòà, ëèáî çàíÿ-
òà åäèíñòâåííûì �àâòîìîáèëåì�. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè t −→ t+1 ñîñòîÿíèå âñåõ
ÿ÷ååê îäíîâðåìåííî (ïàðàëëåëüíî) îáíîâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì íàáîðîì

39



ïðàâèë. Âûáîð òîãî èëè èíîãî íàáîðà ïðàâèë îïðåäåëÿåò âñå ðàçíîîáðàçèå âàðèàíòîâ
CA. Ïðèíÿòîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, î÷åíü óïðîùåííûì, îäíàêî ýòèì äîñòèãàåòñÿ
âûñîêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Áëàãîäàðÿ âûñîêîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ìîäåëè CA ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé è
ðàçðàáîò÷èêîâ ïðîãðàìì äëÿ òðàíñïîðòíûõ ðàñ÷åòîâ â ïîñëåäíèå ãîäû.

Äàäèì ôîðìóëèðîâêó èñõîäíîé ìîäåëè Íàãåëÿ-Øðåêåíáåðãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn è
vn êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü n-ãî àâòîìîáèëÿ, dn = xn+1−xn - äèñòàíöèþ äî ëèäèðóþùåãî
àâòîìîáèëÿ. Ñêîðîñòü ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç vmax + 1 äîïóñòèìûõ öåëî÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé vn = 0, 1, ..., vmax. Íà êàæäîì øàãå t −→ t + 1 ñîñòîÿíèå âñåõ àâòîìîáèëåé â
ñèñòåìå îáíîâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.
Øàã 1: Óñêîðåíèå. Åñëè vn < vmax, òî ñêîðîñòü n-ãî àâòîìîáèëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà
åäèíèöó, åñëè vn = vmax, òî ñêîðîñòü íå èçìåíÿåòñÿ:

vn −→ min(vn + 1, vmax).

Øàã 2: Òîðìîæåíèå. Åñëè dn ≤ vn, òî ñêîðîñòü n-ãî àâòîìîáèëÿ óìåíüøàåòñÿ äî dn−1:

vn −→ min(vn, dn − 1).

Øàã 3: Ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Åñëè vn > 0, òî ñêîðîñòü n-ãî àâòîìîáèëÿ ìîæåò áûòü
óìåíüøåíà íà åäèíèöó ñ âåðîÿòíîñòüþ p; ñêîðîñòü íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè vn = 0:

vn
p−→ max(vn − 1, 0).

Øàã 4: Äâèæåíèå. Êàæäûé àâòîìîáèëü ïðîäâèãàåòñÿ âïåðåä íà êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê, ñî-
îòâåòñòâóþùåå åãî íîâîé ñêîðîñòè ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãîâ 1�3:

xn −→ xn + vn.

Øàã 1 îòðàæàåò îáùóþ òåíäåíöèþ âîäèòåëåé äâèãàòüñÿ êàê ìîæíî áûñòðåå, íå ïðå-
âûøàÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ ñêîðîñòü. Øàã 2 ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå ñòîëêíîâåíèé
ñ âïåðåäè èäóùèìè àâòîìîáèëÿìè. Øàã 3 âíîñèò ýëåìåíò ñòîõàñòè÷íîñòè, òåì ñàìûì
ó÷èòûâàÿ ñëó÷àéíûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè âîäèòåëåé, â ÷àñòíîñòè, ÷ðåçìåðíîå òîðìî-
æåíèå. Äëÿ ðåàëèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà òèïè÷íàÿ äëèíà ÿ÷åéêè
âûáèðàåòñÿ ðàâíîé 7,5 ì, ÷òî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ, êîòîðîå çàíèìàåò
îäèí àâòîìîáèëü â çàòîðå. Øàã ïî âðåìåíè 1 ñ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò vmax = 5. Äëÿ
ïîòîêà íà ìàãèñòðàëè îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ p = 0,5, äëÿ óëè÷íîãî äâèæåíèÿ p = 0,2 è
vmax = 2 [23].

Èçëîæåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ �ìèíèìàëüíîé� ìîäåëüþ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðèâåäåí-
íûå âûøå ÷åòûðå øàãà íåîáõîäèìû äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ ñàìûõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðå-
àëüíîãî ïîòîêà. Îäíàêî äëÿ àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ àñïåêòîâ äè-
íàìèêè ïîòîêà íåîáõîäèìà ôîðìóëèðîâêà äîïîëíèòåëüíûõ ïðàâèë (èëè êîððåêòèðîâêà
ïðèâåäåííûõ). ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîòîê ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ è òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ. Ïðè ýòîì êëþ÷å-
âóþ ðîëü â ðàçâèòèè íåóñòîé÷èâîñòåé èãðàåò ñòîõàñòè÷íîñòü ïðîöåññà, ò.å. äëÿ ðàçâèòèÿ
çàòîðîâ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû p íå ðàâíÿëîñü íóëþ. Ïðè p = 0 ïîòîê îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè [69, 70]. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ñåðüåçíûé òåîðåòè÷åñêèé íåäîñòàòîê ìîäåëåé CA ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêðîìîäåëÿìè
èëè ìîäåëÿìè ñëåäîâàíèÿ çà ëèäåðîì, â êîòîðûõ ôëóêòóàöèè èãðàþò ðîëü íà÷àëüíîãî
òîë÷êà, à äàëüíåéøåå ðàçâèòèå çàòîðà îáúÿñíÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ (âïîëíå äåòåðìè-
íèðîâàííîãî) ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ.
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