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Аннотация—Разработан итеративный алгоритм подсчета взвешенных главных компонент,
который позволяет существенно уменьшить среднюю (по выборке) взвешенную макси-
мальную (по координате) ошибку восстановления векторов выборки по сжатым данным.
Приведены результаты моделирования, иллюстрирующие эффективность алгоритма.

1. ВВЕДЕНИЕ

Снижение размерности данных представляет собой такое преобразование многомерных дан-
ных, которое снижает размерность данных до внутренней размерности или близкой к ней (под
внутренней размерностью данных понимается такое количество параметров, которое достаточ-
но для того, чтобы объяснить наблюдаемые свойства данных [1, 2, 3, 4]).

Снижение размерности широко применяется во многих областях науки и техники, по-
скольку оно позволяет существенно увеличить эффективность различных алгоритмов обра-
ботки данных за счет ослабления нежелательных эффектов, вызванных “проклятием размер-
ности” [2, 5, 6, 7, 8].

Метод главных компонент (ГК), по всей видимости, в силу своей простоты, аналитических
свойств и наличия эффективных алгоритмов подсчета является наиболее распространенным
методом снижения размерности [9, 10, 11].

Существует достаточно большое количество модификаций ГК, учитывающих те или иные
практические нужды. Например, в [12, 13] рассмотрены подходы к подсчету ГК для данных,
принимающих дискретные значения. В [14, 15] предложены варианты метода ГК, с помощью
которых можно обрабатывать неполные данные. В [16, 17] разработаны алгоритмы подсче-
та ГК, которые позволяют получать разреженную матрицу нагрузок (матрица, с помощью
которой вычисляются ГК).

Известно, что ГК минимизируют сумму квадратов евклидовых расстояний между исход-
ными векторами выборки и их восстановленными аналогами [11]. Однако, классические алго-
ритмы подсчета ГК подвержены влиянию выбросов, поэтому в [14, 18, 19] были предложены
робастные варианты подсчета ГК. Также в [14,18,19] за счет введения весов предлагалось: учи-
тывать “надежность” того или иного наблюдения из выборки, используемой для оценки ГК, а
также влиять на точность восстановления определенных координат по сжатым векторам.

Однако, до сих пор ни в одной из работ не был разработан алгоритм подсчета ГК, ко-
торый бы позволял минимизировать среднюю (по выборке) взвешенную максимальную (по
координате) ошибку восстановления векторов выборки по сжатым данным. В данной статье
предлагается один из возможных подходов к построению такого алгоритма.

В статье рассматривается постановка задачи снижения размерности данных (раздел 2),
приводится математическая постановка решаемой задачи (раздел 3), описывается алгоритм,
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решающий поставленную задачу (раздел 4), на реальных данных иллюстрируется применение
предложенного алгоритма (раздел 5), обсуждаются полученные результаты и предлагаются
пути дальнейших исследований (раздел 6).

2. CНИЖЕНИЕ РАЗМЕРНОСТИ ДАННЫХ

Имеется выборка {Xt}
T
t=1 N -мерных вектор-столбцов, лежащих в пространстве данных X

(обычно это пространство R
N или его подмножество). В дальнейшем для простоты будем

считать, что выборка центрирована, т.е.
∑T

t=1 Xt = 0 ∈ R
N . Фундаментальное предположе-

ние, которое обосновывает возможность снижения размерности, состоит в том, что выборка
в действительности лежит, по крайней мере приближенно, на многообразии (в общем случае
нелинейном), размерность которого меньше, чем размерность пространства данных. Задача
снижения размерности заключается в том, чтобы построить представление этого многооб-
разия (его координатную систему) с учетом дополнительных требований, предъявляемых к
процедурам восстановления.

Формально, снижение размерности состоит в следующем. Для данной выборки {Xt}
T
t=1 ⊂ X

необходимо найти

1. Пространство Y размерности n (обычно это R
n или его подмножество).

2. Снижающее размерность отображение F,

F :X → Y

X 7→ Y = F(X),

результат Y = F(X) применения которого к вектору X ∈ X будем называть представлением
исходного вектора X в виде сжатого вектора меньшей размерности.

3. Гладкое, несингулярное1 восстанавливающее отображение F
−,

F
− :Y → M ⊂ X

Y 7→ X = F
−(Y).

При этом необходимо, чтобы

1. Размерность n < N была как можно меньше.
2. Выполнялось условие, что

многообразие M
def
= F

−(Y) приблизительно содержит выборку. (1)

Это условие можно переформулировать и иначе, а именно:

Ошибка восстановления выборки должна быть мала. (2)

Ошибку восстановления выборки определим как

δ1(n, ρ,w) =
1

T

T∑

t=1

ρ
(
Xt, X̂t,w

)
, (3)

или

δ2(n, ρ,w) =

√√√√ 1

T

T∑

t=1

(
ρ

(
Xt, X̂t,w

))2
, (4)

1 Требования гладкости и несингулярности восстанавливающего отображения накладываются с тем, чтобы
размерности областей определения и значения восстанавливающего отображения совпадали (несингуляр-
ность) и сохранялась топографическая структура области определения (гладкость).
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где X̂t
def
= F

−(F(Xt)) – восстановленный вектор для элемента выборки Xt, а ρ
(
Xt, X̂t,w

)
–

взвешенная с положительными весами w = (w1, . . . , wN )⊺ метрика между векторами Xt =

(X1,t, . . . , XN,t)
⊺ и X̂t =

(
X̂1,t, . . . , X̂N,t

)
⊺

в пространстве X . В качестве такой метрики можно
использовать, например, следующие метрики:

ρ∞

(
Xt, X̂t,w

)
= max

j=1,...,N

{
wj

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣
}

,

ρ1

(
Xt, X̂t,w

)
=

1

N

N∑

j=1

wj

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ ,

ρ2

(
Xt, X̂t,w

)
=

√√√√ 1

N

N∑

j=1

w2
j

(
Xj,t − X̂j,t

)2
.

Веса w позволяют учесть, что некоторые координаты векторов выборки {Xt}
T
t=1 должны

быть восстановлены с большей точностью, чем остальные координаты.

Условия (1) и (2) не эквивалентны: из (2) следует (1), но не наоборот. Это происходит
потому, что для заданного многообразия M = F

−(Y) ⊂ X композиция отображений F ◦ F
−

не обязательно является тождественным отображением. Таким образом, возможна ситуация,
что {Xt}

T
t=1 ⊂ M, т.е. для каждого Xt найдется вектор Yt ∈ Y, удовлетворяющий равенству

F
−(Yt) = Xt, для которого F(Xt) 6= Yt. Следовательно, X̂t

def
= F

−(F(Xt)) 6= Xt и значение
δ(n, ρ,w) может оказаться большим.

В силу того, что размерности пространств X и Y не равны, найдется подмногообразие

(F)−1(Y)
def
= {X ∈ X : F(X) = Y} размерности N − n в пространстве X , которое будет

отображаться на одну и ту же точку в Y.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В дальнейшем будем считать, что отображения F и F
− – линейные, т.е. F(X) = AX и

F
−(Y) = BY, где A ∈ R

n×N и B ∈ R
N×n.

Пусть wj = 1, j = 1, . . . , N . Тогда решением задачи минимизации (I ∈ R
n×n – единичная

матрица)
δ2(n, ρ2,w) → min

A,B:AB=I

(5)

являются главные компоненты (строки проекционной матрицы A = A(w) равняются компонен-
там собственных векторов ковариационной матрицы выборки {Xt}

T
t=1, соответствующих пер-

вым n максимальным собственным значениям, при этом B = A
⊺) [9, 10,11].

Если некоторые wj 6= 1, то решение задачи минимизации (5) получается следующим обра-
зом [9, 10,11]:

1. Пусть элементы матрицы C
w равны cwi,j = ci,jwiwj , где ci,j – элементы ковариационной

матрицы C выборки {Xt}
T
t=1. Матрица C

w является ковариационной матрицей выборки
{Xw

t }T
t=1, где X

w
t = Xt ⊙ w, а ⊙ – покомпонентное произведение векторов Адамара.

2. Подсчитываем матрицу P = P (w) ∈ R
n×N , строки которой равняются компонентам соб-

ственных векторов матрицы C
w, соответствующих первым n максимальным собственным

значениям.
3. Элементы ai,j матрицы A = A(w) равны ai,j = pi,jwj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N , где pi,j –

элементы матрицы P.
4. Элементы bi,j матрицы B = B(w) равны bi,j = pj,i

1
wi

, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , n.
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5. “Восстановленные” вектора X̂t = BAXt, t = 1, . . . , T .

В некоторых приложениях оказывается важным, чтобы матрицы A = A(w) и B = B(w)
определялись не как решение задачи минимизации (5), а как решение задачи минимизации

δ1(n, ρ∞,w) → min
A:AB=I

(6)

или задачи минимизации
δ2(n, ρ∞,w) → min

A:AB=I

. (7)

Однако, явное решение для (6) или (7) получить сложно.

Таким образом, задача состоит в том, чтобы используя матрицы A = A(w) и B = B(w),
являющиеся решением задачи минимизации (5) для произвольного вектора весов w (т.е. мо-
делируя многообразие M с помощью взвешенных главных компонент), уменьшить ошибки
δ1(n, ρ∞,w∗) и δ2(n, ρ∞,w∗) (для какого-то конкретного вектора весов w

∗, задаваемого с уче-
том специфики данных) за счет специального подбора w в зависимости от w

∗.

4. ИТЕРАТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ПОДБОРА ВЕСОВ

Идея подбора весов w заключается в том, чтобы итеративно изменять веса wj ,

j = 1, . . . , N пропорционально ew
j = w∗

j ·
1
T

∑T
t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ (взвешенная усредненная по выбор-

ке ошибка восстановления по j-ой координате). Очевидно, что веса wj для тех индексов j, для
которых ошибка ew

j большая, будут расти быстрее относительно других весов. Как следствие,
по соответствующим координатам ошибка восстановления будет уменьшаться, а по другим –

увеличиваться. Значит, максимальная ошибка ρ∞

(
Xt, X̂t,w

∗
)

= max
j=1,...,N

{
w∗

j

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣
}

в

среднем по выборке будет уменьшаться, что приведет к уменьшению ошибок δ1(n, ρ∞,w∗) и
δ2(n, ρ∞,w∗).

Алгоритм

Вход:

a) выборка {Xt}
T
t=1

b) вектор весов w
∗

c) количество ГК n

d) максимальное количество итераций K

e) максимально допустимое значение веса wmax

f) функционал δ ∈ {δ1, δ2}, измеряющий ошибку восстановления (см. (3), (4))

Выход:

a) оптимальный вектор весов w
opt

b) матрицы A(wopt) и B(wopt) (см. (5))

1. w
(0) ← (1, . . . , 1)

2. k ← 0

3. repeat

a) подсчитать A = A
(
w

(k)
)

и B = B
(
w

(k)
)

(см. (5))

b) X̂t ← BAXt, t = 1, . . . , T

c) E(k) ← δ(n, ρ∞,w∗)
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d) ew
j ← w∗

j ·
1
T

∑T
t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ , j = 1, . . . , N

e) w
(k+1)
j ← w

(k)
j ·

(
1 +

ew
j∑N

i=1 ew
i

)
, j = 1, . . . , N

f) k ← k + 1

g) w
(k)
j ←

w
(k)
j

min
i=1,...,N

w
(k)
i

, j = 1, . . . , N

4. until

a) k < K и
b) ∀j ∈ {1, . . . , N} → w

(k)
j < wmax.

5. kopt ← arg min
i∈{0,...,k−1}

E(i)

6. w
opt ← w

(kopt)

7. A ← A
(
w

opt
)
, B ← B

(
w

opt
)

Условие остановки, приведенное в пункте 4.b алгоритма, необходимо потому, что в резуль-
тате нормировки компонент вектора весов согласно формуле пункта 3.i алгоритма значения
некоторых весов могут существенно увеличиться, что неизбежно приведет к неустойчивости
вычислений. Величину параметра wmax следует выбирать исходя из типичного масштаба вы-
борочных данных.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Проиллюстрируем эффективность предложенного алгоритма на примере сжатия выборки,
состоящей из геометрических описаний профилей крыла самолета. Сжатие геометрического
описания самолета необходимо для применения когнитивной технологии быстрых расчетов
[20, 21], позволившей на основе данных построить суррогатную модель самолета [22, 23, 24,
25], с помощью которой можно определять аэродинамические характеристики самолета для
различных вариантов его компоновки и в различных условиях функционирования с тем, чтобы
проводить сравнение различных технических решений касательно компоновки самолета.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

Рис. 1. График профиля BOEING 737 MIDSPAN.

Геометрическое описание профиля крыла самолета задается вектором значений ординат
верхней и нижней частей контура профиля (в рассматриваемом случае количество ординат
равнялось 57) при фиксированных значениях абсцисс.

Отметим, что в силу аэродинамических соображений [26, 27] для измерения ошибки вос-
становления должен быть использован именно функционал δ1(n, ρ∞,w∗) (или δ2(n, ρ∞,w∗)).
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При этом значения весов w∗
j , соответствующие ординатам точек, расположенных в передней

и задней частях профиля, должны быть больше значений остальных весов, поскольку имен-
но эти элементы профиля (передняя и задняя части) должны восстанавливаться с большей
точностью.

При расчетах использовалась выборка профилей объема 1368 (данные были получены из
открытых источников [28, 29], см. также ссылки на литературу в [29]). На рис. 1 изображен
график типичного профиля из выборки.

Использовались следующие значения параметров алгоритма:

a) веса w∗
j = 5, j = 1, . . . , 7, 50, . . . , 57, w∗

j = 2, j = 25, . . . , 35 и w∗
j = 1 при остальных j

b) количество ГК n = 6
c) максимальное количество итераций K = 500
d) максимально допустимое значение веса wmax = 104

e) функционал δ1 (см. (3))

Время выполнения (основные характеристики компьютера – Intel Core Duo Processor T7200,
2.00 GHz, 2 × 1024MB/Mo, 667 MHz) в системе MatLab 7.4.0 (R2007a) составило 23.2156 сек.

0 100 200 300 400 500

6

7

8

9

10

11
x 10

−3

Рис. 2. График значений ошибки E(i), i = 0, . . . , K − 1.

На рис. 2 изображен график значений ошибки E(i), i = 0, . . . ,K − 1. Видно, что сначала
ошибка падает (примерно в 2 раза), а потом начинает расти, при этом kopt = 196. На рис. 3
изображены значения w

opt
j , j = 1, . . . , 57. Видно, что значения весов, номера которых соот-

ветствуют точкам передней и задней частей профиля, имеют большие значения по сравнению

с остальными весами. На рис. 4 изображены значения ошибок ew
j = w∗

j · 1
T

∑T
t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ ,

j = 1, . . . , 57 при w = w
(0) (штрих-пунктирная линия) и w = w

opt (сплошная линия). На

рис. 5 изображены значения ошибок ej = 1
T

∑T
t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ , j = 1, . . . , 57 при w = w
(0)

(штрих-пунктирная линия) и w = w
opt (сплошная линия). Видно, что при применении алго-

ритма средняя (по выборке) взвешенная максимальная (по координате) ошибка действительно
падает.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в статье разработан итеративный алгоритм подсчета взвешенных главных компонент,
который позволяет существенно уменьшить среднюю (по выборке) взвешенную максимальную
(по координате) ошибку восстановления векторов выборки по сжатым данным. Приведенные
результаты моделирования на примере сжатия геометрического описания выборки профилей
крыла самолета показали эффективность предложенного алгоритма.
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Рис. 3. График значений w
opt
j , j = 1, . . . , 57.
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Рис. 4. График значений ошибок ew
j = w∗

j ·

1
T

∑T

t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ , j = 1, . . . , 57 при w = w
(0) (штрих-

пунктирная линия) и w = w
opt (сплошная линия).
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Рис. 5. График значений ошибок ej =
1
T

∑T

t=1

∣∣∣Xj,t − X̂j,t

∣∣∣ , j = 1, . . . , 57 при w = w
(0) (штрих-

пунктирная линия) и w = w
opt (сплошная линия).

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 8 № 2 2008



106 БУРНАЕВ, ЧЕРНОВА

В дальнейшем необходимо:

1. Найти точное решение задач оптимизации (6) и/или (7)
2. Попытаться обобщить предложенный алгоритм на случай нелинейных ГК (см. [30,31,32])
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