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ТОПОЦЕНТРИЧЕСКИХПРЯМОУГОЛЬНЫХКООРДИНАТ

ПРИ ИЗУЧЕНИИДЕФОРМАЦИЙКРУПНЫХ

ИНЖЕНЕРНЫХСООРУЖЕНИЙ

СПУТНИКОВЫМИМЕТОДАМИ

Официальнаясистема координатGPS - общеземная геоде

зическая координатная система 1984 г. (WGS-84). При исполь

зовании спутниковойнавигационнойсистемыGPS, координаты
земных объектов получены в той же самой системе координат

[1,2,3]. Гlри выполнениигеодезическихработ обычно использу

ются местные системы координат. При обработке результатов

спутниковых измерений при наблюдениях за деq)ормациями

инженерных сооружении возникает необходимостьразделить

осадки наблюдаемых объектов от горизонтальныхсмещений,

поэтому система координатWGS-84 не полностью отвечает по

ставленнымзадачам. При наблюденияхза деформациямиинже

нерных сооружений целесообразно использовать топоцентри

ческую систему координат. В связи с этим в работе рассмотрен

процесс определения средних квадратических ошибок топо

центрическихкоординат.

е этой целью установим зависимость между малыми изме

нениямидекартовыхтопоцентрическихкоординат~, 11 и ~ и гео-

75

Из
ве
ст
ия

 В
УЗ
ов

 

"Г
ео
де
зи
я 
и 
Аэ
ро
ф
от
ос
ъё
мк
а"

 

М
ИИ

ГА
иК

 2
00

6



центрических координат исходной точки 1 и наблюдаемой точ

ки 2.
Соотношения между декартовыми топоцентрическими и де

картовыми геоцентрическими координатами имеют вид [4]:

~j2 =(Z2+e2NjSin~)COs~ -(X2COS~ +Y2sin~)sinBj; (1)

(2)

(3)
~12 = (Z2 + е2 N] sin ~) sin В! +

+ (Х2 cos 1.11 + У2 sin L1) cos В1 - (N1 + Н1 )·

Продифференцируем сначала равенство

~]2 = (Z2 + е2N j sin ~ ) cos В] - (Х2 cos~ + У2 sin ~ ) sin В, .

Переменными величинами являются координаты пунктов в

геоцентрической системе координат Х1 , Y1, Z1 И Х2 , У2 , Z2:

[
. ( 2 . ) 2 2 .

d~12 == -SlПВ1 Z~ е N1 SlПВ1 + е N1 cosB1 -

-СоsВ, (Х2 cos~ + У2 sin~)J dB
j

+
р (4)

+ [Х2 sin ~ - У2 cos ~] d~ + е2 sin В] cos BjdN] -
р

- cos ~ sin B1dX2 - sin ~ sin B1dY2 + cos B1dZ2 ·

Для нахождения зависимости дифференциала широты от из

менений декартовых координат продифференцируем формулу

Боуринга [5]:

(5)

где

r = ~Z2 + (х2 + у2)(1_ е2 );

b=a~.
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(7)

Дифференцируяуравнение (5), получим

d -P (Z ) 3 Ь ,2 Z2 Z [ 3 Ь ,2 Z2 J__lJ].~-==d ~. r + е 1 +~.cl l' + е 1 (6)
pcos2 ~ R (3 -Ье2 (1-е2 )R? R rЗ -Ье2 (1-е2 )R? .
В свою очередь:

d(Zl) -== dZ1 -!ldR.
R R R2

Величину dR определим из R =~х2 + у2' = (N +Н) cosв :

следовательно:

d(Zl) = dZ1 _~(Xl dX
j
+ }j d}j) =_ X1Zj dX _ }jZj dK + dZ, . (8)

R R R?R R Jt 1 Jt 1 R

С учетом (8) первый член правой части уравнения (6) пред

ставим в виде

(
Z ) (3 + Ье ,2 Z 2 Х Z (3 + Ье ,2 Z 2

d _1 .' 1 = __1 _1 ,1 clX
1

_

R (3 _ be2 (1 _ e2 )R2 R3 1'3 - be2 (1 _ e2 )R2

3 ,2 2 3 ,2 2 (9)
_ YiZ, r +Ье Zl dYi + r +Ье Zj . dZ,

R3 (3 _ be2(1- e2 )R2 (3 _ be2(1- e2 )R2 R

Продифференцируем второй член уравнения (6)

(1 О)

где

d (гЗ ) = 3r2dr = 3rХ] dX1 ( 1- е2 ) + 3r~ d~ (1- е2 ) + 3r Zj dZ,. (11)
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( 12)

В свою очередь:

d(be'2 ZN = 2Ье'2 ZjdZ],

следовательно:

d (гЗ + Ье ,2 zj2) = Зг Х1 (1- е2 ) dX1 +

+ЗГJ1(1-е2 )dJ1 +(ЗгZ[ +2Ье,2 Zl)dZ1.

С учетом (10) и (12) получим результат первого слагаемого

уравнения (10)

(
Z1 J d (г

з

+ Ье ,2 z2) = (Z1 J Зг (1 - е
2

) Х dX +
R r3 _ Ье2 (1- e2 )R2 R r3 _ Ье 2 (1- e2 )R2 1 1

(
ZJ Зг (1 - е2 ) (Z J(зу Z1 + 2Ье ,2 Z1) (13)

+ _1 Y:dY: + _1 dZ
R !'.з _ Ье 2 (1- e2)R2 1 1 R г з _ Ье2 (1- e2)R2 1·

Продифференцируем второй компонент уравнения (10):

где

( з 2 2 2 ) [( 2) 2 ( 2 )]d г - Ье (1 - e)R = Зг 1- е - 2Ье 1- е . X1dX1 +

+ [ Зг (1 - е2 ) - 2Ье2 (1 - е 2 )] J1d J1 + Зг Zl dZ1. (14)

С учетом (14) второй компонент уравнения (1 О) представим

в виде
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(
Z1 ) [ г,З + Ье ,2 Z2 2 Jd (г3 - Ье2 (l - е2 )R2) =
R (г3 -ье2 (1-е2 )R2 )

== ( 21 ) [ г3 + Ье ,2 Z2 2 J[3г (1- е2 ) - 2Ье2 (1 - е2 )] х
R (г3 _ Ье2 (1- e2)R2)

х Х1 dX! + [ 3г (1 - е2 ) - 2Ье2 (1- е2 )] }jd}j + 3г Zl d Z! .

После всех необходимых преобразований получим выраже

ние второго компонента уравнения (10):

Совместное влияние обоих слагаемых (11) и (15) уравнения

( 1О) имет вид
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Примем следующие обозначения:
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Зависимость изменения широты пункта от изменений декар

товых координат окончательно представим в виде

dB1 [[ Zl 1"3 + Ье· 2
Z12 ] ()] 2

- == - -3 3 2 2 2 + а х cos В1 Х1 dX1 +
Р R 1" - Ье (1 - е )R

[[
Zl 1"3 + Ье ,2 Z1

2
] ] 2

+ - 3 3 2 2 2 + а(у) cos В1 У1 d Jti +
R 1" - Ье (1 - е )R

[[
1 1"3 + Ье ,2 Z12] ] 2

+ -- 3 2 2 2 а(г) cosB1 Z1 dZ1-
RZ1 1" - Ье (1 - е )R

(17)

Представим формулу (17) более компактно, с этой целью

введем обозначения:

[[
Z (3 + Ье ,2 Z 2] ]

А == --+ 3 2 ~ 2 +а(х) cos
2
В1 Х1 ;

R 1" - Ье (1 - е )R

[[
Z 1"3 + Ье ,2 Z 2] ]

в == --+ 3 2 ~ 2 + а(у) cos
2
В1 Jti;

R 1" - Ье (1 - е )R

[[
1 3 Ь ,2 Z 2] ]~ _ ( + е l~ 2

С - -- 3 2 2 2 + а(г) cos В1 Zl-
RZ1 1" - Ье (1 - е )R

(18)

с учетом (18) формулу (1 7) представим в виде

dB1- == AdX1 + Bdyt + CdZ1- (19)
Р

Для нахождения изменения долготы дифференцируем фор-

у

мулу tanL = -:
Х
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dL, = COS
2

L, dK _ yj COS
2

L, dX . (20)
Х 1 х2 1

Р 1 1

Зависимость изменения радиуса кривизна первого вертикала

найдем из

N = а

Jl- е2 sin2 В

dN[ =- а .3 d (1 - е 2 sin2 В] ) ,

2(1- е2 sin2 в1 )"2

где

(
2· 2) 2. d~d 1- е Sln ~ = -2е Sln В1 . cos В1 -.

р

Следовательно:

dN = а е
2

sin В] cos В[ . dB] а е
2

sin 2В] . dB[ (21)
1 3/2 ( 3/2(1 - е2 sin2 В[) р (1- е2 sin2 В]) р

Поставив значения dB}, dL 2 и dN} в уравнение (4), имеем

дифференциал d~~1,2 (1):

d~12 = AxdX1 +Bxd~ +CxdZ} +DxdX2 +ExdY2 +FxdZ2 , (22)
где

A~ = [ - sin ~ (Z2 + е2N] sin ~ ) + е2N] cos в1 2 

- COS В1 (Х2 COS L1 + У2 siп L1) ] А -

[
у: cos2 L ] а [ е2

sin 2В]J
- [Х2 sinL1 - У2 cosL1]sinB1 1 2 1 + 3/2 А;

Х! ] (1 - е2 sin 2 ~)
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8~ = [- sin 81 (Z2 + е2N1 sin 81) + е2N1 cos ~2 

- cos В1 (Х2 COS ~ + У2 sin L1) ] в

[

. . COS
2 L1 ] а [ е2 sin 281J

+ [Х2 Sln L1- У2 COS L1] Sln В1 + 3/2 В;

Х1 . (1 - е2 sin2 81)

C~ = [- sin 81 (Z2 + е 2N 1 sin 81) + е2N 1 cos 8]2 -

. а [ е2 sin 2~т
- COS 81 (Х2 COS L1 + У2 SШ 11 )] С + 3/2 С;

(1 - е2 sin2 81)

D~ == - COS L1 sin В1 ;

E~ == - sin L1 sin В1 ;

P~ == COS В1 "

Аналогично дифференцируем равенство (2):

d1112 == dY2 COS L1- У2 sin L1dL1 - dX2 siп L1- Х2 COS L1 dL1" (23)
С учетом (20) представим (23) в следующем виде

d - [J1X2 с.оs
з

L1 J1Y2 sin L1 cos
2

L1 ] dX
1112 - 2 + 2 1 +

Х1 X1

[
_ Х2 соs

З
L] _ У2 sin L1 cos

2
L] ] d V _ " L dX L d V+ 11 S1n 1 2 +. СОS 1 12 .

Х1 Х1

Введем обозначения и представим (23) в виде

d1112 == AydX1+BydYr +CydX2 +Dy dY2' (24)
где
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в == [_ Х2 cos
3 Lr _ У2 sin Lr cos

2 Lt] .
11 Х х'1 1

С11 == - sin L1;

D11 == COS Lr .

Дифференцируя уравнение (3), получим

dt,,\2 =[cos В\ (Z2 + е 2N\ sin ~) + е2N) sin В\ cos~ 

- sin ~ (Х2 COS ~ + у2 sin ~)] dB\ +
, р (25)

+ [-Х2 COSВ1 sin ~ + У2 COS В) cos В\] dL\ + е2 sin2 B\dN) +
р

+ cos Lr cos B1dX2 + sin Lr cos B1d У2 + sin B1dZ2 - dN1 - dH1 .

Для определения величины dH1дифференцируем уравнение

Н== R -N:
cosB

(
, R )dH1 == d -- - dN1,
cos~ ,

где

d(_R_) = dR _ R d(cosB\)=~+ s in l3tR dB\.
cos В1 cos В1 cos2 В1 cos В1 cos2 В1 Р

Следовательно:

84

dH Х1 dX yi d 1/ sin B1R dB1
1:;:::: 1 + 11 + --

R cos В1 R cos В1 cos2 В1 Р

а е2
sin 2В\ . dB]

(1- е2 sin2 В\)3 / 2 Р

(26)
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Поставив значения (19), (20) и (21) в уравнение (25), имеем
дифференциальную формулу (3):

dl,12 = Az dX1 + Bz dYr + Cz dZ1 + Dz dX2 + Ez dY2 + Fz dZ2 , (27)
где

A~ =[cos~ (Z2 + е2N1 sin~ ) + е2 N1 sin ~ cos В1 

- sin В1 (Х2 cos L1 + 12 siп L1) ] А

[ ]
J'l cos2 L1- - Х2 cos В1 sin [ 1 + У2 cos В1 cos В1 Х 2 +

1

2 . 2 В а е
2

sin 2В1 А [ Х1 А siп В1 R]
е SlП 1 + - - -

(1
2· 2 В )3/2 R cos В1 cos2 R '- е SlП 1 L.'J.

B~ = [cos ~ (Z2 + е2 N1 sin В1 ) + е2 N1 sin ~ cos ~ 

- siп ~ (Х2 cos L1 + J'2 sin L1) ] в +

cos2 L
+ [-Х2 cosB1 sinL1 + У2 cosB1 cos~]· Х 1 +

1

2 - 2 В ае2
sin2B1 В [ Х1 ВsiПВ1 R]_

+ е Sln 1 / + - - 2 '

(1
2 - 2 в)3 2 R cos В1 cos В1- е S1n 1 '

c~ = [cos В1 (Z2 + е2 N1 sin ~ ) + е2N1 sin ~ cos В1 

- sin ~ (Х2 cos L1 + J'2 sin L1) ] с +

2 - 2 В ае2 sin 2~ , С С sin ~ R _
+ е SlП 1 / - 2 '

(1 - е2 sin2 В])3 2 cos В]

D~ = cos L1 cos В1 ;

E~ = sin L1 cos ~ ;

P~ = sin в1 -

Используя ранее полученные выражения (22), (24) и (27), по

лучим следующие дифференциальные формулы:
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d~12 ==A~dXl +B~d}} + C~dZl + D~dX2 + E~d~ +F~dZ2;

d1112 == Аl1 dX1 + Вl1 dY1 + Сl1 dX2 + Dl1 dJ2; (28)
d~12 == A~dX1 + B~d~ + C~dZl D~dX2 E~d~ + F~dZ2'

Переходя к средним квадратическим ошибкам, запишем

Характерной особенностыо этих формул является то, что в

них используются, кроме геодезических координат В 1, L 1, H1 ис

ходной точки, координаты пунктов 1 И 2 в геоцентрической

системе координат X1, Y1, Zl И Х2 , У2 , Z2' Этим они отличаются

от других дифференциальных формул, встречающихся в геоде

зической литературе, в которых используются азимуты и зенит

ные расстояния. Точность этих формул зависит только от ве

личины средних квадратических ошибок геоцентрических пря

моугольных координат пунктов 1 и 2.
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