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МАТЕМАТИЧЕСКИЙАНАЛИЗ СПУТНИКОВЫХ

ГЕОДЕЗИЧЕСКИХСЕТЕЙ ПРИ ИЗУЧЕНИИ

ДЕФОРМАЦИЙ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ

За последнее время в геодезической практике при решении

задачи оценивания осадок и смещений' крупных инженерных

сооружений при анализе результатов измерений, полученных

при помощи системы GPS, шире стали применяться нестандарт

ные математические подходы [1-4]. В статье рассмотрен один

из вариантоврешенияданной задачи, используемыйпри набдю

дениях за осадками и смещениями плотины «Саналона», Мек

сика.

Проводится статистическ~йтест для обнаружения неболь

ших ошибок, которые не были обнаружены:во время первых ста

тистических испытаний. Данн:ый тест известен под термином

«внутренняя,надежность>~.r:го,цель - уС'тановить эффект, КОТО

р,ый производят даННу:>Iе оши~ки, Н4 оцениваемые нами ,парамет

ры [1]. Надежность геодезических сетей ~ожно раздел,И,ТЬ на ,две

части. Первая ~,внутренняя надежность - СОСТОИТ,В способно

сти сети, обнару:щивать ошибки статистичеСКИМ1:I методами.)?н;е~

шняя надежность ЯВ-!Iяется проявлением qшибок, кот?рые',невоз

можно установить, применяя статистический тест, и является

максимально возможным воздействием, которое спосо~но выя

вить воздеЙствие .. этих ошибок на оцениваемые параметры [2].
Вторым этапом.такоЙ методики является аf1ализ на устойчи

вость., известный как свойство любой сети быть достаточно проч

ной по QТНОIIlению к деформациям, которым она может быть

подвергнута в результате воздействия ошибок, cOBep~e}IHbIX в
процессе измерения. В концепции устойчивости можно выде

лить три аспекта: устойчивость к масштабу, устойчивость,К кон-

фигурации и устойчивость к повороту. .
Основным соотношением минимально обнаруживаемой

ошибки А'(а, ~,r1' r2) является
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( 1)

(4)

(3)

. т

где Hf= [0' .....0' 3[3 '0' ..... '0]; 8~(n - минимально об-

наруживаемый вектор ошибок; Р - матрица весов; Qe - мат

рица коф~кторов поправок.

Определяемый вектор 8~~n имеет размерность 3 х 1. Это оз
начает, что данная задача становится неопределенной, так как,

зная значение л', имеем уравнение с тремя переменными, которое

не имеет решения. Поэтому необходимо сделать дополнитель

Hble предположения о компонентах векторов GPS. Опыт подска

зывает,,что точностькомпоненты,СО,ответствующейизмерению

высоты I1h., примерно' в два раза выше, чем точность горl1зонталь

HbIX компонент I1х l1у или I1л 11<р. Если предположить,что точ

ности горизонтальныхкомпонентравны между собой, получаем

ах = ау = ah/2. (2)

Используя данные выражения для трех компонент вектора

GPS в обнаружениии оценке ошибок геодезическойсети, мож

но получитьвыражениедля минимальноопределяемойошибки

как

(8~(n ) = у [1 1 2(,
x,y,h

где у -.с~аляр. Предполагая,что уравниваниепроизводилосьв

пространственнойгеоцентрическойсистеме и точности рассмат

ривались'в горизонтальнойсисте~е,.осуществим поворот пре

дыдущего вектора из горизонталы;1I1в пространственнуюсис

тему, используяследующуюматрицуповорота:

[

- sin <р соэ А - sin А cos ер cos А1

R == - sin 'ер sin А cos А cos ер sin А .
cos ер О sin ер

После поворота, принимая во внимание определение мини

мально определяемыхОUIибок в уравнении (3), имеем
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8~:п = R(8~:n) = yR[l 1 2(. (5)
x,y,h

Вектор [1 1 2] т в (5) представляет собой разницу в точнос

ти для северной, восточной и выс.отноЙ .компонент в горизон

тальной системе координат. При этом ер и л в (4) представляют

собой средние геодезические координаты для каждого исследу

емого вектора. Принимая во внимание: ограничение (3), вектор

8~/ri однозначно определяется с учетом выражения для у как

2 л' . , .
у =--------------;------

. (R[l 1 2]T)T[Hk(PQeP)HKJR[l
(6)

При этом параметр л' определяетсякак

2

л' = (А + 1) ~ , (7)

где {1 = r1 = 3 для измерений с помощью спутниковой GPS-Tex
нологии; <р - является табличным значением и является функ

'цией Са, ~,f1' {2); {2 = r2 = r - 3, если минимально обнаруживае
мая ошибка для каждой триады векторов задается как

8tmin) = yR[l 1 2(. (8)

, .В табл. 1 показана оценка минима~ьно обнаруживаемых оши

бок сети, созданной в район;е плотины «Саналона», Мексика с

помощью. спутниковой GРS-технологии.

Чтобы· обладать способностью измерить степень устойчиво
сти сети, ,необходимо также уметь из~ерить степень деформации,

которой подвергается сеть. ОДНИМ ИЗ самых простых способов

для описания стерени деформ~ции является учет Y.Iндивидуаль

ных смещений каждой из точек, из которых состоит сеть. Изве

стно, что при уравн'ивании геодезических сетей, можно записать

существующее выражение [5]:

Х = х(О) + 8Х = (АТРА)-l АТР [! - F(X(O))J, (9)

где х _. вектор искомых неизвестны~; Х(О) - вектор началь
ных значений каждого из параметров, подлежащих определению;
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Таблица

Оценка минимально обн'аруживаемых ошибок

а = 0.01; ~ = 0.8; (1 = 3; (2 = 9; А = 15.207

Векторы 8XlТ\il1 8Ylnil1 8Zll\il1

LOM/TEMP -0,004 0,002 0,004

LOM/AAAA -0,003 0,002 0,003

LOM/BBBB' ~0,OO3 0,003 0,003

LOM/CAST -0,006 0,005 0,007

CARD/TEMP -0,004 0,003 0,004

CARD/AAAA -0,003 0,005 0,003

CARD/BBBB -0,003 0,002 0,004

CARD/CAST -0.005 -0.006 -0.005

ВВВВ/ТЕМР -0,004 0,005 0,004

ВВВВ/АААА :-0,003 0,003 0,003

CULE/BBBB -0,003 0,002 0,003

CULE/TEMP -0,004 0,003 0,004

ClJLE/АААА -0,003 0,0042 0,002

CULE/CAST -0,005 0,005, 0;007

AAAA/CAST -0,007 0;'006 0,008

8Х - вектор поправок приближенных значений; А - матрица

коэффициентов параметрических уравнений п()правок; р

матрица весов; 11 - p(x(O~)] - в~к~'ор-'столбец своБодныI'' членС?в
уравнений поправо:к.,

Разница в опр~делении параметров, не принимая во в~имани~

минимально обнаруживаемые ошибки и принимая во внимание

определение минимально определяемых ошибок, может быть

записана как

(1 О)

Отсюда получаем значение х(К), которое может быть выра

(k)
жено как функция минимально определяемых ошибок Ьmiп
(внутренняя надежность). Так, применяя (5) и (9), имеем
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X(k)'= N'-lAT P(L - 8k . )'
111111 ,

X(k) = N- 1AT PL - N-1A T P8k . . ' (11)
ПllIl'

ХА (1~) ~ хА _ N~lAIps:.. k .
U1Il1п .

Подставляя (11) ~ (1 О), получаем' .о.пределение внешней, на

- дежности для измерений 'с 'помощью спутниковои GРS~техноло

гии [3]:

Б = Х - X(k),
" ,

s::: = x~ _хА (k) = N-J,A":Тр' ~k .
U Uнllп "

" -(12)

(13 )

Данные табл... 2 показ.ы�,аюr•. влия,ние в простр$н(r~е .и;в

плоскости минимально обнаруживаемых ошибок 'в сети «Сана-

лона», Мексика. ' , , ,
Анализ концепциИ; 'деформаций g геометрии сети похож н'а

анализ дефОрМ,ации-~, твердом' теле, которая определяется как

отношение или пропорция I1:?'мен:еIiИЯ (градиента) смеrдения

объекта относительно своего п'оложения.

Предположим, что точк'а сети Pi испытывает горизонтальное

смещение, выраженное в терминах внутренней надежности че

рез следующий вектор ~Xi:

ДХi = [ДХi ] = [Ui
].

ДУi vi

Необходимо отметить, что УСТОЙЧИЕОСТЬ рассматривается

только в горизонтальной системе, тем самым для измерений

GPS необходимо трансформировать вектор смещений (12) из

пространственной в горизонтальную систему, используя матри

цу поворота, задаваемую как

[

- sin ер cos л -' sin ер sin А'" "cbs ер]

R = - sin А cos л О,

, cos ер cos А cos ер sin А sin, ер

( 14)

где ер, А - геодезические координаты, измеренные на изучаемом

участке. Эта матрица переводит воздействие минимально обна

руживаемых ошибок для измерений GPS из пространственной
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( 16)

Таблица 2

ПУНКТ
Влияние 8~~:(1I в простран- Влияние 8~:~(l1 в ПЛОСКОСТИ

стве (в М) 6-,~ (в М) 6-,~
~X;

дХ дх u
i

-0.007 0.002

ТЕМР
ду ду v

i
0.009 0.004

дZ

0.008

дх дХ И;

-0.003 0.004

АААА
ду ду и.

0.003 0.002
1

дZ

0.005

дХ дХ И;

-0.002 0.002

ВВВВ
ду ду и;

0.005 0.004
дZ

0.005

дХ дХ И;

-0.003 0.002

CAST ду ду и;

0.004 0.003
дZ

0.005

в локальную систему_ Тем самым искомый вектор смещении

представляет собои

R8=R[X-x(k)]; R8=R[N-IАТрНк8~lill]_ (15)

Вводя определение матрицы смещений Е как тензора градиен

та по отношению к его начальному положению, можно'определить

матрицу, состоящую из четырех линейных смещений как [4]:

( )
[

aUi / дх aUi / дУ] [еих еиу ] ,
Е· = grad М· = =

l l avi/ax avi/ay evx evy

где ~Xi - вектор смещений точки Pi;Ei - матрица деформаций

в точке Pi-
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в точке Pi производится оценка четырех производных. Мат

рица деформаций Ei может быть предстаВJIена в виде симмет

ричной S и антисимметричной А частей. Симметричная часть

отвечает за расширение и сжатие сети, а также за сдвиг, тогда как

антисимметричная часть описывает поворот интересующей нас

точки w:

Ei = S + А, (1 7)

где

дu;/дх
1
- ( дu; / ду + av; / дх )

=[&д &хуJs== 2

1
дV;/8);

&ху Суу
-( дu; /8); + дv; /дх)
2

1
О 2"(JUi / 8); - дVi / дх )

=[~ -ow].А==
1
2 (дVi /дх - JUi /8);) о

Градиент локального смещения оценивается независимо для

каждой координаты. Для анализа устойчивости необходимо ус

тановить, что для каждой из анализируемых точек Pi СУlцеству

ют, по крайней мере, две соседние точки Pj , в противном случае

анализ не является полным (законченным).

Матрицы деформаций (16) могут определяться независимо

для каждой из интересующихнас точек различными способами.

В данной работе применяется метод прямого нахожд ния част

ных производныхсмещений, полученных из вектора (13).
Полученная система уравнений может быть решена методом

наименьшихквадратов. Решая данную системудля неизвестных

частных производных и для независимых параметров и прини

мая во внимание, что параметры u, v имеют одинаковый вес, мож

но записать данную систему уравнений в матричном виде, а

именно для каждой точки (PJ сети:
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Ki [ :;] = [(кГKi)--l кГ] ui = QiUi;

к{:;] = [(KTK)-IКТ]vi = QiVi'

( 18)

( 19)

где Qi == (/f.Г Ki)-l кГ; K i - матрица, размерностью n х 3, имею
щаявид[l х у].

После получения значений -[ао al а2]Т и значений [Ьо b1 Ь2 ]Т
переобозначим переменные как

еuх == a1 еuу == а2

еuх == b1 е.uу == Ь2 ·

Теперь три параметра, определяющие устойчивость сети, оп

ределены через расширение, поворот и наклон (рис. 1-3):
- расширение а. Этот элемент описывает ср днее расшире

ние и сжатие точки сети, он также известен как устойчивость к

масштабу и определяется как

() = еих ; еиу ; (20)

- дифференциальное вращение W z . Этот элемент известен

как среднее значение дифферен.циального вращения. Описыва

ет вращение через локальную вертикальную ось интересующеи

точки. Также известен как показатель устойчивости к повороту

и задается как

W == еuу - еих . (21 )
z 2'

- локальная конфигурация (полный сдвиг) Уху. Этот элемент

описывает скалярную деформацию (устойчивость к конфигура

ции) и определяется по следующей формуле:

, уху = ~1~y + \)~y ,
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• С'пrе;J:е.rrЯЮП1не пунюъ

1.272

Рис. 1. Анализ устойчивости к масштабу (расширению) сети плотины
«Саналона»,~ексика

+
24'49'O()"N

+
24'48'40"N

СЛ~"ТЛ

1:2.11

САРЛ

107'09'1 О" \V

+

N

!
1.172

Рис. 2. Анализ устойчивости к повороту (дифференциальному вращению)
сети плотины «Саналона», Мексика
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+
24'4Y'()()"N

+

САSIПА

СЛНI>

t0/'0')' 10"\\'

+

N

I
о нсхолныс пун1<'l'Ы

Ф \)пrе,'l;е.rтяющне пун"т

Рис. 3. Анализ устойчивости к конфигурации (польному сдвигу) сети

плотины «Саналона», Мексика

где

Тху = -Тух = ~(eux -еиу ); vxy = -vyx = ~(euy +еих )· (22)
2 2 .

Значения трех параметров, вычисленные по формулам (20)
(22) и характеризующие устойчивость сети, показаны в-табл. З.

Таблица 3

Устойчивость Устойчивость Устойчивость

Пункт
К масштабу к повороту (дифферен- к конфигурации

(расширение а), циальное вращение W), (полный сдвиг ух),

ММ ММ мм

CAST 1.32 1.44 1.96

АААА 1.31 1.26 1.82

ВВВВ 1.40 1.46 2.03

ТЕМР 1.28 1.39 1.89

CARD 1.25 1.24 1.87

LOMA 1.24 1.21 1.86

CULE 1.27 1.27 1.89
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Полученные результаты измеряются в частях на миллион

(ррm), что позволяет легко сравнивать результаты, полученные

для различных точек. Н~обходимо отметить, что наибольшее зна

чение каждого из параметров устойчивости сети соответствует

наименьшей устойчивости сети в данной точке. Поэтому в слу

чае устойчивой сети необходимо добиться относительно неболь

IllИХ значений по этим трем показателям.

Изложенная выше краткая информация о нестандартных под

ходах к изучению и анализу надежности и устойчивости геоде

зических сетей, свидетельствует о целесообразности их исполь

зования, позволяет получать оперативную информацию об

изучаемых деформационных процессах. Изучение такого подхо

да является предметом будущих исследований.
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