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Поставлена задача воксельного разложения сферического треугольника в видеопамяти 

трехмерного дисплея и предложен метод ее решения. Рассмотрен алгоритм воксельного 
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Введение 

Окружающий нас мир - трехмерный, и 

тенденции создания сверх реалистических дис-

плеев делает актуальным создание объемных 

дисплеев. Для многих применений, например, 

для решения задач распознавания образов, наве-

дения летательных объектов на цель, выполне-

ния хирургических операций, моделирования 

архитектурных сооружений, задач обучения, в 

телевидении, кино, развлечениях и др. предпри-

нимаются попытки создания дисплеев для отоб-

ражения объемных объектов. 

Технологии 3D дисплеев в настоящее вре-

мя развиваются все более и более динамично. 

Разработано множество подходов к построению 

3D устройств отображения, которые делятся на 

два вида: стереоскопические и объемные. Сте-

реоскопические 3D-дисплеи формируют отдель-

ные изображения для каждого глаза. Такой 

принцип используется в стереоскопах, известных 

ещё с начала XIX века. Объёмные дисплеи ис-

пользуют различные физические явления для 

показа светящихся точек в пределах некоторого 

объёма.  

Создание и использование такого рода 

устройств требует разработки специальных ап-

паратных и программных средств. Особенностью 

устройств отображения на базе объемных техно-

логий является наличие объемного воксельного 

запоминающего устройства — аналога растровой 

памяти двумерных устройств отображения. При 

генерации трехмерного изображения в воксель-

ной памяти программными средствами создается 

«вокселизированная» модель реальных объектов, 

состоящая из совокупности трехмерных графи-

ческих примитивов: отрезков трехмерных пря-

мых, трехмерных плоскостей, дуг, окружностей, 

сферических треугольников, эллипсоидов и т.п. 

[1]. 

Разработка новых алгоритмов генерации 

графических образов в пространстве трехмерных 

устройств отображения является актуальной за-

дачей, решение которой может значительно 

ускорить внедрение объемных трехмерных 

устройств отображения информации в повсе-

дневную жизнь человека. 

Постановка задачи 

Задача воксельного разложения сфериче-

ского треугольника может быть поставлена сле-

дующим образом.  

Пусть некоторая область трехмерного ев-

клидова пространства, которое отображается 3D 

дисплеем, имеет вид трехмерного параллелепи-

педа, Ω ϵ R3, 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ y ≤ Y, 0 ≤ z ≤ Z. С уче-

том возможности масштабирования, будем счи-

тать, что X = Y = Z = H, то есть Ω - трехмерный 

куб. 

Положим, что Ω заполнен вокселями – 

атомарными элементами, которые отображаются 

3D дисплеем. Определим воксель как куб, ориен-

тированный по осям Ω, с единичным ребром. 

Множество вокселей, заполняющих Ω можно 

представить как трехмерный массив вокселей 

Vi,j,l. Причем, с одной стороны, i, j, l – это индек-

сы вокселя в массиве, принимающие значения 

0,1,…Н, а с другой, они определяют координаты 

вокселя в Ω. Таким образом, воксель Vi,j,l это 

подмножество Ω, которое при соответствующем 

выборе Н может быть определено как i ≤ x ≤ i + 

(1-ε), j ≤ y ≤ j + (1-ε),  l ≤ z ≤ l + (1-ε), где ε – бес-

конечно малая величина. 

Соседями некоторого вокселя V(k) с коор-

динатами ik, jk, lk будем считать воксели V(g), для 

которых выполняется условие (1). 

 

     (1) 
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При проведении дальнейших рассуждений 

в качестве метрики на множестве вокселей при-

нята функция (2). 

 

      
(2) 

 

Определим координаты Vс центра вокселя 

Vi,j,l в Ω как (3). 

 

 
(3) 

 

Допустим, что сферический треугольник 

лежит на сфере Φ с центром в начале координат 

и радиусом R. Треугольник образован вершина-

ми              A = [xA, yA, zA], B = [xB, yB, zB] и С = 

[xC, yC, zC], при этом A ≠ B ≠ C и евклидова 

норма ||A|| = ||B|| = ||C||   = R. 

Задачу воксельного разложения сфериче-

ского треугольника ABC будем понимать как 

нахождение множества Ѳ вокселей принадлежа-

щих сфере Φ и лежащих внутри замкнутого от-

сека(участка) этой сферы, ограниченного отрез-

ками больших кругов AB, BC, CA. 

Для любого вокселей V(k) в разложении 

необходимо обеспечить следующие условия: 

 хотя бы одна точка сферы принадлежит 

вокселю V(k) или, что эквивалентно, 

длина перпендикуляра, опущенного из 

центра V(k) на Φ не должна превосходить 

0,866 (с учетом единичного ребра воксе-

ля); 

 воксели должны лежать внутри области 

сферы Φ, ограничиваемой отрезками 

больших кругов AB, BC, CA; 

 количество вокселей в разложении должно 

быть минимально, то есть для любого 

V(k) из Ѳ (не представляющего границы 

AB, BC, CA примитива) имел не более 8 

соседей; 

 любой V(k) из Ѳ (не представляющий гра-

ницы AB, BC, CA примитива) имел не 

менее 8 соседей -  условие обеспечения 

отсутствия «пробелов» между вокселями 

разложения. 

 

Базовый алгоритм воксельного 
разложения сферического треугольника 

 

Пусть имеются вершины A, B, C, которые 

описывают сферический треугольник. Для 

нахождения воксельного разложения такого тре-

угольника можно использовать следующий под-

ход. 

На начальном этапе формируются три ди-

намических списка: 

 список вокселей, входящих в разложение 

(результирующие воксели); 

 список вокселей для проверки (у вокселей 

могут быть соседи, входящие в резуль-

тирующее разложение); 

 список отбракованных вокселей (воксели 

не входят в результирующее разложе-

ние).  

При инициализации в список результи-

рющих вокселей и список вокселей для проверки 

заносятся воксели, соответствующие вершинам 

A, B и С.  

Пока список вокселей для проверки не 

пуст, из него выбирается и удаляется первый 

элемент, вычисляются координаты его 26 сосе-

дей и, если сосед еще не был включен в резуль-

тирующее множество и не был отвергнут, то для 

него проверяется потенциальная принадлежность 

сферическому треугольнику и расстояние до по-

верхности сферы. Если проверка успешно вы-

полнена, то такой воксель заносится в список 

результирующих вокселей и список вокселей для 

проверки, иначе - в список отбракованных вок-

селей. 

Процесс завершается когда список воксе-

лей для проверки становится пустым. 

Таким образом, в списке результирующих 

вокселей находятся координаты точек вокселей, 

которые входят в воксельное разложение задан-

ного сферического треугольника АВС. Для по-

лучения оптимального разложения такой список 

необходимо оптимизировать путем удаления 

лишних вокселей. Для этого воксели упорядочи-

ваются по увеличению расстояния до поверхно-

сти сферы, а затем для каждого из вокселей про-

изводится проверка количества соседей, входя-

щих в разложение. Если таких соседей больше 8, 

то удаляются те из них, расстояние до поверхно-

сти которых наибольшее. 

Вышеизложенный алгоритм может быть 

представлен на псевдоязыке следующим обра-

зом. 

 

Ввод вершин треугольника А, B, C; 

Список_результирующих_вокселей = null; 

Список_вокселей_для_проверки = null; 

Список_отбракованных_вокселей = null; 

for(i = 0; i < 3; i++){ 

    в список результирующих вокселей до-

бавить i-ю вершину; 

    в список вокселей для проверки доба-

вить i-ю вершину; 

} 

while(список вокселей для проверки не 

пуст){ 

    Текущий_воксель = выбрать первый 

элемент из списка вокселей для проверки; 

    Соседи = получить соседей текущего 

вокселя; 
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    for(i = 0; i < 26; i++){ 

        if(i-й сосед отбракован || i-й сосед в 

результате)        continue;    

        if(i-й сосед находится в треугольнике   

&& i-й сосед находится на поверхности сферы) { 

            в список результирующих вокселей 

добавить i-го соседа; 

            в список вокселей для проверки 

добавить i-го соседа; 

        } else { 

            в список отбракованных вокселей 

добавить i-го соседа; 

         } 

    } 

} 

сортировать список результирующих вок-

селей по возрастанию расстояния до поверхно-

сти сферы; 

foreach(воксель из списка результирую-

щих вокселей){ 

    оптимизировать количество соседей 

вокселя; 

} 

Вывод Cпис-

ка_результирующих_вокселей; 

 

Следует отметить, что в рассмотренном 

алгоритме наибольшую вычислительную слож-

ность имеет процесс проверки принадлежности 

точки сферическому треугольнику, поэтому важ-

но выбрать такой метод, который позволил бы 

минимизировать аппаратные и временные затра-

ты.  

 

Методы проверки принадлежности 
точки сферическому треугольнику 

 
Предположим, что найден некоторый q-й 

воксель разложения, удовлетворяющий услови-

ям. Следующие воксели ищутся среди вокселей-

претендентов («соседей») с метрикой не больше 

1. Каждый воксель имеет 26 соседей. Прираще-

ния координат для таких соседей приведены в 

таблице 1. 

Таблица 1 - Приращение координат для 

вокселей-претендентов 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

x -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 

y -1 -1 -1 0 0 0 1 1 1 -1 -1 -1 0 

z -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 

              

 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

x 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

y 0 1 1 1 -1 -1 -1 0 0 0 1 1 1 

z 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 

 

После того, как найдены 26 вокселей-

претендентов, нужно выбрать из них те, которые 

потенциально принадлежат результирующему 

множеству вокселей. Для нахождения таких вок-

селей можно использовать один из следующих 

подходов. 

1. Проверка принадлежности сферическо-

му треугольнику по площади 

Пусть следует проверить принадлежность 

точки Р сферическому треугольнику АВС. По-

ложение точки Р в треугольнике показано на ри-

сунке 1. 

Для решения задачи формируются три 

треугольника, лежащих на поверхности сферы: 

ABP, BCP, ACP. Затем вычисляются их площади 

этих треугольников: S1, S2 и S3 соответственно. 

После этого сравнивается сумма площадей S1, S2, 

S3 с площадью треугольника SABC. Если точка Р 

лежит в треугольнике ABC, то сумма площадей 

будет равна площади SABC. Если же точка не 

принадлежит треугольнику, сумма площадей S1, 

S2, S3 превысит площадь треугольника ABC. 

 

 
Рисунок 1 – Положение точки Р в сфери-

ческом треугольнике АВС 

 

Для нахождения площади каждого сфери-

ческого треугольника используется формула (4). 

 

           (4) 

 

В формуле α, β, γ – углы сферического 

треугольника. Угол сферического треугольника 

измеряется величиной двугранного угла между 

плоскостями, в которых лежат стороны этого 

угла [2]. Углы сферического треугольника изоб-

ражены на рисунке 2. 

 

 
Рисунок 2 – Углы и стороны сферического 

треугольника 

 

На рисунке 2 a, b, c – стороны сфериче-

ского треугольника. Сторона сферического тре-

угольника измеряется величиной опирающегося 

на неё центрального угла [2].  
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Углы сферического треугольника вычис-

ляются по формулам (5). 

 

      

           (5) 

 
 

Стороны сферического треугольника 

находятся путем вычисления углов, образован-

ных векторами, проведенными из центра сферы в 

вершины сферического треугольника. 

 

2. Проверка принадлежности сферическо-

му треугольнику по плоскостям 

Среди найденных вокселей-претендентов 

выбираются те, центры которых расположены 

между тремя плоскостями, каждая из которых 

образована одной из сторон сферического тре-

угольника и точкой центра сферы, то есть необ-

ходимо построить дополнительные плоскости 

AOB, BOC, COA, как это изображено на рисунке 

3. 

 

 
Рисунок 3 – Дополнительные плоскости 

 

Каждая такая плоскость имеет уравнение 

Ax + By + Cz + D = 0, где А, B, C, D - постоян-

ные, причем А, B и C одновременно не равны 

нулю. Зная координаты вершин треугольника и 

точки центра сферы, можно найти коэффициен-

ты плоскостей по формулам (6). 

 

(6) 

 

Принадлежность вокселя-претендента 

сферическому треугольнику   определяется его 

положением относительно трех дополнительных 

плоскостей. Так, если воксель-претендент при-

надлежит сферическому треугольнику, то под-

ставив координаты его центра в уравнения всех 

трех плоскостей, мы получим неотрицательное 

значение. Если же при подстановке координат 

центра в уравнения хотя бы одно из значений – 

отрицательное, значит, рассматриваемый воксель 

не принадлежит сферическому треугольнику. 

 

Экспериментальные исследования 
алгоритма воксельного разложения 
сферического треугольника 

 
Экспериментальное исследование пред-

ложенного алгоритма (с проверкой принадлеж-

ности точки треугольнику двумя методами) за-

ключалось в генерации 1000 произвольных сфе-

рических треугольников в Ω с H = 20. Вершины 

треугольников генерировались с помощью гене-

ратора псевдослучайных чисел. Эксперименты 

выполнялись на персональном компьютере CPU 

Intel(R) Core(TM) i5-3317U CPU @ 1.70GHz, 8ГБ 

ОЗУ. Для измерения времени работы алгоритма 

в начале и в конце работы программы записыва-

лись метки времени. В качестве времени выпол-

нения программы была использована разность 

начальной и конечной меток, хотя данный пока-

затель нельзя считать абсолютно точным (на 

практике данный подход иногда дает неверные 

результаты). Обобщенные результаты экспери-

ментов приведены в таблице 2.  

 

Таблица 2. Результаты  генерации 1000 

треугольников 

 

Метод 

проверки 

площадью 

Ме-

тод провер-

ки плоско-

стями 

Время ге-

нерации 1000 

треугольников, 

мс 

261620 
22656

6 

Количе-

ство сгенериро-

ванных вокселей 

586090 
58609

0 

Среднее 

время генерации 

треугольника, мс 

261,62 226,56 

Среднее 

время генерации 

вокселя, мс 

0,446 0,387 

 

Исходя из данных, приведенных в таблице 

2, можно сделать вывод о том, что метод провер-

ки плоскостями в среднем на 15% быстрее мето-

да проверки площадью. 

Кроме того, результат эксперимента пока-

зывает, что работа метода проверки принадлеж-

ности точки сферическому треугольнику с по-

мощью вспомогательных плоскостей оказалась 

быстрее метода проверки площадью в 96% вари-

антов треугольников. Это объясняется тем, что 

для данного метода требуется меньший объем 

вычислений, т.к. в начале алгоритма производит-
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ся расчет коэффициентов трех плоскостей, а за-

тем в цикле в найденные уравнения подставля-

ются координаты конкретных точек. Для метода 

проверки с помощью площадей на начальной 

этапе возможно лишь вычисление общей площа-

ди сферического треугольника, а затем в цикле 

происходит вычисление площадей трех тре-

угольников, образованных конкретной заданной 

точкой и вершинами исходного сферического 

треугольника. Очевидно, что вычисление значе-

ния уравнения в точки менее трудоемкий про-

цесс, чем расчет площади сферического тре-

угольника. 

На рисунке 5 представлен пример генера-

ции воксельного разложения сферического тре-

угольника, визуализированный с помощью паке-

та Mathematica 9.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 5 - Пример генерации воксельно-

го разложения сферического треугольника 

 
Выводы 
 

В работе предложен подход для решения 

задачи вокселизации сферического треугольника.  

В предложенном алгоритме рассмотрены 

два метода проверки точки на принадлежность 

сферическому треугольнику и проведен их срав-

нительный анализ. 

Предложенный в работе подход может 

рассматриваться только как начальный, требую-

щий дополнительных исследований в направле-

нии  минимизации количества вокселей в гене-

рируемом разложении и его оптимизации с це-

лью сокращения как временных затрат, так и 

требуемой памяти.  
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