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Введение
При внутреннем шлифовании весьма сложным является получение адекватного 

определения глубины резания. Малое пространство внутри обрабатываемого отверстия 
затрудняет непосредственные измерения традиционными методами и требует примене-
ния косвенных оценок искомого параметра. Однако такие методы несвободны от суще-
ственных погрешностей и требуют учета как статистических свойств участвующих в 
технологическом процессе (ТП) объектов и погрешностей измерительных устройств, 
так и динамики самого процесса.

Целью данной работы является построение математической модели для стати-
стически оптимальной линейной косвенной оценки отклонения фактической глубины 
резания при внутреннем шлифовании от номинального значения.

Основное содержание работы
Технологическая система (ТС) шлифования в основном представляет собой ме-

ханическую систему и, поэтому основными при описании, являются силовые характе-
ристики. Значения сил взаимодействия отдельных элементов системы определяются с 
учетом взаимоположения заготовки и инструмента, особенностями диссипации подво-
димой энергии, свойствами взаимодействующих тел (массами, упругостями, теплоем-
костями и т.д.) [1].

Динамические характеристики ТС обозначены следующим образом: 2m  и  1m  – 
массы инструмента и заготовки с координатами ( 0,2x ) и ( 0,1x ); 1c  и  2c  – эквивалент-
ные жесткости для обрабатываемого изделия и борштанги; 1h  и  2h  – линейные коэф-
фициенты демпфирования, характеризующие показатели диссипации энергии рассмат-
риваемых элементов; 3с , 3h  – эквивалентная жесткость и коэффициент демпфирования 
зоны резания.

В предположении, что вращения инструмента и заготовки обеспечиваются при-
водами  с  жесткими  скоростными  характеристиками,  обеспечивающими  постоянство 
угловых скоростей вращения инструмента  2ω  и заготовки  1ω   в процессе обработки, 
можно переписать в полярной системе координат [2]:
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На основании (1), пространственно-временные представления отклонений фор-
мы инструмента и заготовки )]([2, τψΦr и )]([,1 τϕΦr  могут быть представлены описани-
ями отклонений текущих значений радиус-векторов )(,2 τΦr  и )(,1 τΦr – элементов ТС.

Расчетная схема для ТС внутреннего шлифования представлена на рисунке 1.
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Рис. 1. Расчетная схема ТС внутреннего шлифования
1x и 2x  – положения центров заготовки и инструмента, отсчитываемые относи-

тельно оснований их опор; z  – расстояние между подвижной опорой борштан-
ги и телом станка; ft =[ AB ] –фактическая глубина резания, максимальная глу-

бина взаимопроникновения инструмента и заготовки

Текущие  значения  радиус–векторов  инструмента  и  заготовки  целесообразно 
рассматривать в виде:
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где 01 )( =ττR  и 02 )( =ττR  – средние расчетные значения для радиус–векторов инстру-

мента и заготовки соответственно;  )(,1 τΦr  и  )(2, τΦr  – текущие значения отклонений 
радиус-векторов от средних значений;  )(,2 τnomr  и  )(1, τnomr  – расчетное значение из-
носа, уменьшающее внешний радиус инструмента и расчетное значение съема, увели-
чивающее внутренний радиус заготовки. При этом учитываются и расчетные значения 
температурных эффектов.

В соответствие с расчетной схемой глубина зоны резания  ft =(AB) характеризу-
ется выражением
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)]()([)()()( 1212 τττττ RRxxt f −+−= . (3)

По физическим соображениям существование зоны резания (участка AB взаимо-
проникновения элементов шлифовального круга в заготовку и их силового взаимодей-
ствия) возможно только при условии, если глубина ft  является положительной величи-
ной [3].

При  построении  расчетной  схемы  моделирования  динамики  перемещений 
инструмента и заготовки в качестве условий протекания ТП внутреннего шлифования 
можно принять наличие силового взаимодействия в ТС  0>ft . В зависимости от ве-
личины подачи s  текущее положение борштанги )(τz  определяется как
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где 0τ  – момент касания инструментом заготовки. Без потери общности можно поло-
жить начало отсчета времени для ТП шлифования 00 =τ .

При этом необходимо учитывать, что при 0ττ =  съём материала заготовки и из-
нос инструмента отсутствуют, т.е.
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В предположении непрерывности ТП шлифования (момент касания 0τ  является 
единственным), в ТС не наблюдаются «отскоки» инструмента от заготовки, и не появ-
ляются дополнительные участки врезания инструмента в заготовку и т.д. 

Из (4), на основании отсутствия внедрения элементов инструмента в тело заго-
товки и отсутствия в схеме силовых взаимодействий,

01020 )()( == −= ττ ττ RRz .    (5)

По отношению к массам заготовки и инструмента  можно пренебречь количе-
ством (долей) вещества в зоне резания, не учитывать влияние отделяющихся от заго-
товки и инструмента стружки и продуктов износа шлифовального круга без существен-
ной погрешности для динамических расчетов в ТС.

С учетом (1)…(5) силовой баланс для расчетной схемы можно охарактеризовать 
как:
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Уравнения (6) характеризуют динамическое поведение ТС внутреннего шлифо-
вания с учетом отклонения формы инструмента и заготовки от номинальных (проект-
ных) значений, текущих значений радиусов инструмента и заготовки.

Для упрощения представления динамических движений ТС и моделирования  ее 
поведения в пространстве состояний целесообразно представить форму эквивалентной 
системы дифференциальных уравнений первого порядка,  разрешенных относительно 
соответствующих старших производных (форму Коши):
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(7)

где 11 xy = , 23 xy = , 12 xy = , 23 xy = , )()( 121 ττ rr −=ℜ , 12 ℜ=ℜ  .
Для обеспечения компактности записи целесообразно представление (7) в мат-

ричных обозначениях:
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(8),

где, в соответствии с (1),(4),(7):
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)()( 2,1,,1 ττ nomnomnom rr −=ℜ , nomnom ,1,2 ℜ=ℜ        [ ]Τℜℜ=ℜ nomnomnom ,00 2,1 ,

1)(2),(,1 ,ττ ΦΦΦ −=ℜ rr , ΦΦ ℜ=ℜ ,1,2  ;     [ ]Τ
ΦΦΦ ℜℜ=ℜ ,00 2,1 ,

 [ ]Tt f
D 0101,0 −=  –  обеспечивает  построение  искомого  параметра  ft  по  ре-

зультатам определения  состояний 0Y .
Модель (8) ТС внутреннего шлифования с нежесткой схемой характеризует по-

ведение динамической системы, отражающей ход  ТП, и позволяет определять факти-
ческую глубину резания.

На этапе проектирования ТП и системы ЧПУ обычно отсутствуют данные о кон-
кретных  значениях  отклонений  форм  инструмента  и  заготовки  от  номинальных 
(проектных значений), и вынужденно предполагается: 0)(,2 =Φ τr  и 0)(,1 =Φ τr , или, в 
обозначениях (9), 0=ℜ Φ .

При построении программного управления возможно использование общей ди-
намической модели (8) с параметрами (9),  рассматриваемой при условии 0=ℜ Φ .

Определение отклонений ТП от движений ТС под управлением ЧПУ (программ-
ных движений), вследствие неучтенных возмущающих воздействий (например, откло-
нений форм инструмента и заготовки от номинальных параметров), может быть произ-
ведено-определены  и  построены  в  пространстве  состояний  на  основании  принципа 
суперпозиции.

Непосредственное применение модели (8) требует данных как об результатах из-
мерений, так и их производных. При использовании физических реализуемых измери-
тельных устройств это может приводить к существенным дополнительным погрешно-
стям.

Используя результаты работы [4] модифицируем пространство состояний систе-
мы в представление, не требующую дифференцирования результатов измерения формы 
инструмента:
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где  [ ]02010201 BBBAB ++⋅= .  Часто можно обосновать справедливость предположе-
ния 002 ≅B .

Второе из уравнений системы (10) служит для перевода модифицированных со-
стояний F динамической системы (первого уравнения из (10)) в представления исход-
ных состояний 0Y  для (8).

Как и в (8), фактическая глубина резания определяется,  использованием (3) или, 
при получении отклонения ft от расчетного (номинального значения), что может ока-
заться необходимым при построении подсистемы управления по отклонению,  второго 
уравнения  из системы (8).

При моделировании ТС, для оценок параметров отклонений, вызываемых фор-
мой инструмента, дополнительно может быть использована априорная информация о 
статистических свойствах отклонений форм инструмента и заготовки.
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Отклонения форм инструмента и заготовки от номинальных величин Φℜ , име-
ют случайный характер и характеризуются гауссово – марковскими случайными про-
цессами второго порядка с корреляционными функциями вида [2]: 

)cos()exp(),( 0 τυβτυατυ ⋅⋅⋅⋅⋅−⋅= kkKK , (11)

где kυ  – окружная скорость инструмента;

0K ,α , β  – параметры корреляционной функции, которые могут быть определены 
экспериментально на основании фиксируемых между циклами обработки отдель-
ных деталей профилограмм инструмента.
Для отклонения формы шлифовального круга можно представить случайный эк-

вивалентный процесс Φ Φℜ  в форме пространства состояний: в виде системы двух диф-
ференциальных уравнений в матричном виде формы Коши: 
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лый шум единичной интенсивности, а постоянные  K ,  T ,  1T ,  2T  определяются пара-
метрами зависимости (11) , по выражениям:

)(
1

2221 βα +
=

v
T ,   )(

2
222 βα

α
+

=
v

T ,  )(
1

223 βα +
=

v
T ,  

)(
2 22 βα

α
+

=
v

DK .     (13)

Cотношение, характеризующее наблюдатель формирующего фильтра, имеет вид

Φ ΦΦΦ ℜ⋅= Dy .  (14)

При этом [ ]01=ΦD , Φy  – выходная координата формирующего фильтра, реали-
зующего коррелированный шум с характеристиками, соответствующими профилю ре-
льефа.

Объединение систем (10) и (12), (14) позволяет записать расширенную динамиче-
скую систему, характеризующую как модель ТС, так и процесса статистически эквива-
лентных возмущений, вызываемых отклонениями профиля инструмента
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где символом Ο  показаны нулевые субматрицы соответствующей размерностей,
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матрица дисперсии независимых гауссовских шумов измерителей положения.
Известно, например [1], что минимально достижимая дисперсия оценок состоя-

ния динамической системы типа (15) может быть определена решением уравнения типа 
Риккати формы

VCVCVEEAVVAV TT
R

 ⋅⋅⋅⋅−⋅Ψ⋅+⋅−⋅= −
0

1 , (16)
где RΨ  – матрица шумов погрешностей, V


 –  матрица дисперсии,
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Установившееся решение матричного уравнения (16), может быть произведено 
до начала ТП, и позволяет вычислить для рассматриваемой ТС стационарные парамет-
ры коэффициентов фильтра типа Калмана.

0
1−

Φ ⋅⋅= VCVK


(17)

и использовать для оптимального оценивания текущего состояния ТС следующую схе-
му, показанную на рис. 2.

Рис. 2. Схема оценки текущих значений фактической глубины резания ft

Алгоритм субоптимальной обработки результатов наблюдений при этом опреде-
ляется матричными уравнениями:
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Выводы
Предложенная динамическая модель ТП внутреннего шлифования с нежесткой 

ТС на основании теории оптимальной динамической фильтрации позволяет с учетом 
статистических  показателей  измерительного  комплекса  и  характеристик  отклонений 
форм  инструмента  от  номинальных  произвести  определение  фактической  глубины 
резания с учетом динамики процесса обработки.

Полученные результаты могут быть использованы как при моделировании про-
цессов абразивно-алмазной обработки,  так  и при построении систем управления ТП 
внутреннего шлифования для повышения точности процесса обработки.
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ТЕОРЕТИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ФАКТИЧНОЇ ГЛИБИНИ РІЗАННЯ ПРИ
ВНУТРІШНЬОМУ ШЛІФУВАННІ ЗУРАХУВАННЯМ ДИНАМІКИ

ПРОЦЕСУ ОБРОБКИ
Каінов Д.О.

Запропонована  методика  підвищення  точності  визначення  фактичної  глибини 
різання при внутрішньому шліфуванні.

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФАКТИЧЕСКОЙ ГЛУБИНЫ РЕЗАНИЯ
ПРИ ВНУТРЕННЕМ ШЛИФОВАНИИ С УЧЕТОМ ДИНАМИКИ

ПРОЦЕССА ОБРАБОТКИ
Каинов Д.А.

Предложена методика повышения точности определения фактической глубины 
резания при внутреннем шлифовании.

THEORETICAL DETERMINATION OF ACTUAL CUTTING DEPTH AT INTERNAL
GRINDING TAKING ACCOUNT OF DYNAMICS OF PROCESS OF MACHINING

Kainov D.A.
The method of increase of accuracy of cutting actual depth determination is offered at 

the internal grinding.
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