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СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ МОБИЛЬНОГО
КОЛЕСНОГО РОБОТА

Рассмотрены вопросы управления автономным мобильным колес-
ным роботом. Приведены кинематическая и динамическая модели
робота. Динамическая модель получена с использованием уравнений
Аппеля. Для определения декартовых координат объектов внеш-
ней среды использованы методы рекуррентной фильтрации, осно-
ванные на непрерывной модели объекта и дискретных измерениях,
полученных системой зрения. Приведены алгоритмы управления и
некоторые результаты моделирования.

Мобильные роботы, будучи востребованными в настоящее время
для использования в различных областях (в основном, связанных с вы-
полнением различного рода операций в экстремальных средах), пред-
ставляют собой нетривиальный объект с точки зрения управления ими.

В настоящей работе рассмотрен самый простой представитель мо-
бильных роботов, а именно робот, имеющий два ведущих и одно ведо-
мое (пассивное) колесо и движущийся по плоскому рельефу. Роботы
именно такой конструкции участвуют в традиционных соревнованиях,
ежегодно проводимых в рамках молодежного фестиваля “Мобильные
роботы” в Институте механики МГУ им.М.В. Ломоносова. В общих
чертах регламент соревнований выглядит следующим образом [1].

Соревнования проводятся на ограниченной ровной горизонталь-
ной площадке. Над полигоном подвешено 10. . . 15 маяков, имеющих
излучатели и включающихся последовательно или одновременно в
зависимости от вида выполняемого задания. Робот должен иметь на
борту все необходимые датчики и систему управления движением.
Выполняемые роботами задания состоят в следующем.

1. “Маяки-ворота”. В момент старта включен один маяк. Зада-
ча робота — двигаться так, чтобы войти в контакт с маяком. Маяк
выключается и включается либо один маяк, либо одновременно два
маяка. В последнем случае задача робота — пройти между маяками в
образуемые ими ворота, после чего процедура повторяется.

2. “Восьмерка”. То же упражнение, но маяки, образующие ворота,
не выключаются после их прохождения, и тогда робот движется по
“восьмерке”, объезжая вокруг маяков.
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3. ”Змейка”. В момент старта и в процессе заезда постоянно
включено несколько маяков, образующих последовательность из во-
рот. Роботу необходимо двигаться так, чтобы пройти “змейку”, не
задев маяки.

4. “Куча”. В момент старта включено больше двух маяков; робот
должен двигаться, чтобы войти в контакт с каким-либо из них, после
чего маяк выключается. Требуется погасить все маяки. Выбор после-
довательности объезда маяков произвольный1.

Критерием оценки всех заданий является затраченное время.
Выполнение перечисленных задач, несмотря на их кажущуюся

простоту, требует решения широкого круга задач, являющихся ба-
зовыми для мобильных роботов вообще [2–5]. Отметим среди них
следующие:

— получение информации о внешней среде, поступающей с сен-
сорной системы, и преобразование ее в форму, удобную для исполь-
зования в целях управления;

— планирование движения робота в динамически меняющейся
среде;

— управление роботом, реализующее сформированный план.
В настоящей работе предлагается решение некоторых из перечи-

сленных задач, связанных с управлением движением мобильного авто-
номного колесного робота, оснащенного системой технического зре-
ния (СТЗ).

Кинематическая модель мобильного робота. Поскольку робот
движется в горизонтальной плоскости, то достаточно рассмотреть
плоский случай. На рис. 1 изображена соответствующая система коор-
динат. Оси вращения колеса совпадают с отрезком LR пути. Свяжем
с роботом систему координат O′X ′Y ′, расположив O′ посередине LR
и направив ось X ′ перпендикулярно LR в направлении движения. То-
гда положение основания робота как твердого тела задается тройкой
чисел ϕ, x, y, где ϕ — угол между осями X и X ′, x, y — координаты
точки O′ в абсолютной системе координат OXY .

Введем однородную матрицу 3×3 перехода от O′X ′Y ′ к OXY :

T =

⎛
⎝R p

0 1

⎞
⎠ , (1)

где

R =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, p =

(
x
y

)
,

1Следует заметить, что регламент соревнований постоянно усложняется. Так со
времени написания статьи были введены дополнительно езда на подвижный маяк,
формирование карты активных маяков и т.д.
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Рис. 1. Схема движения мобильного робота в горизонтальной плоскости

В выражении (1) R и p представляют собой соответственно ма-
трицу ориентации и вектор положения начала системы координат O′

в абсолютной системе координат.
Если обозначить векторы линейных скоростей точек O′, L и R как

v, vl, vr соответственно, а через ω — угловую скорость, то можно
записать следующие соотношения:{

v1 = v + ωΩrl;

vr = v + ωΩrr,
(2)

где матрица Ω имеет вид

Ω =

(
0 −1
1 0

)
.

Нетрудно заметить, что Ω является ортогональной матрицей, обес-
печивающей поворот произвольного вектора на π/2.

Запишем теперь следующие очевидные соотношения:

rl =
1

2
y′;

rr = −1
2
y′;

vl = vlx
′;

vr = vrx
′,

(3)

где x′ и y′ — единичные орты системы координат O′X ′Y ′, а vl, vr
— проекции соответствующих векторов на ось Х ′. Вектор линейной
скорости точки О ′ в силу соотношений (3) совпадает с осью Х ′. Вос-
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пользуемся этим при формировании закона управления. Тогда, учиты-
вая соотношения (3), а также имея в виду указанное свойство матрицы
Ω, после элементарных преобразований соотношений (2) получим⎧⎪⎨

⎪⎩
v =

1

2
(vr + vl);

ω =
1

l
(vr − vl).

(4)

Если теперь ввести в рассмотрение координаты x, y, ϕ, нетрудно
видеть, что ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ẋ = v cosϕ;

ẏ = v sinϕ;

ϕ̇ = ω.

(5)

Подставив выражения (4) в соотношения (5), получим⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ =
1

2
(vr + vl) cosϕ;

ẏ =
1

2
(vr + vl) sinϕ;

ϕ̇ =
1

l
(vr − vl).

(6)

Соотношения (6) представляют собой систему нелинейных диффе-
ренциальных уравнений 3-го порядка относительно фазового вектора
с компонентами (x, y, ϕ). Скаляры vl и vr, заданные тем или иным
образом (как функции времени или как функции фазовых координат),
определяют движение платформы. Таким образом, соотношения (6)
можно рассматривать как кинематическую модель мобильного трех-
колесного робота. Линейная и угловая скорости робота определяются
из соотношений (4) .

Динамическая модель. Прежде чем перейти к выводу уравнений
движения, рассмотрим более детально связи, наложенные на робот.

Анализ связей. Мобильный робот перемещается по плоскому ре-
льефу, имея два ведущих колеса радиуса ρ. Колеса вращаются без
проскальзывания, и оси их вращения совпадают с линией LR. Учет
последнего условия обеспечивается выполнением очевидного соотно-
шения ẋ sinϕ− ẏ cosϕ = 0, полученного из выражения (5).

Это соотношение устанавливает ограничения на координаты и ско-
рости и представляет собой одно из уравнений связи, геометрическая
интерпретация которого состоит в том, что вектор скорости v = (ẋ, ẏ)т

перпендикулярен орту y′. Таким образом, налагаемая связь является
неголономной.
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Рассмотрим условия непроскальзывания. Представим робот как си-
стему трех твердых тел, включающую в себя платформу и два веду-
щих колеса. Положение этой системы задается набором следующих
параметров: x, y, ϕ — положение платформы, qr, ql — углы поворота
правого и левого колес соответственно.

Условия непроскальзывания получим, воспользовавшись соотно-
шением (6), а также тем обстоятельством, что

vr = ρ · q̇r;
vl = ρ · q̇l.

Тогда уравнения связей имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ =
ρ

2
(q̇r + q̇l) cosϕ;

ẏ =
ρ

2
(q̇r + q̇l) sinϕ;

ϕ̇ =
ρ

l
(q̇r − q̇l),

из которых последнее интегрируется как ϕ =
ρ

l
(qr − ql) + C где С —

некоторая постоянная.
Окончательно уравнения связи имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ =
ρ

2
(q̇r + q̇l) cosϕ;

ẏ =
ρ

2
(q̇r + q̇l) sinϕ;

ϕ =
ρ

l
(qr − ql) + C.

(7)

Таким образом, рассмотренная система имеет 5− 1 = 4 обобщен-
ные координаты, например (x, y, ql, qr), и 5− 3 = 2 степени свободы.

Уравнения движения. Для вывода уравнений движения воспользу-
емся уравнением Аппеля в виде

∂S

∂qi
= Qi, i = 1, 2, . . . , n− r,

где n — число обобщенных координат; r — число неголономных урав-
нений связей; S — энергия ускорения; qi — обобщенные координаты;
Qi — обобщенные силы.

Пусть М — произвольная точка массы mν , а rν и ρν — однородные
векторы, характеризующие ее положение в абсолютной и связанной
системах координат (рис. 2). Тогда имеет место соотношение

rν = Tρν , (8)

где T — матрица 3×3, задающая положение и ориентацию системы
координат O′X ′Y ′ относительно OXY и заданная соотношением (1).
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Рис. 2. Системы координат твердого тела
в горизонтальной плоскости

Известно, что энергия уско-
рения S твердого тела выража-
ется следующим образом:

S =
1

2

∑
mν r̈

т
ν r̈ν . (9)

Продифференцировав дваж-
ды уравнение (8), запишем

r̈ν = T̈ρν

и подставляя в выражение (9),
после несложных преобразова-
ний получим

S =
1

2
tr(T̈HT̈ т), (10)

где H — матрица инерции, имеющая вид

H =
∑

mνρνρ
т
ν =

⎛
⎜⎜⎝

Ixx Ixy Sx

Iyx Iyy Sy

Sx Sy m

⎞
⎟⎟⎠ ,

где Iuv =
∑

mνuνvν — моменты 2-го порядка (u, v ∈ {x, y});
Su =

∑
mνuν — моменты 1-го порядка (u ∈ {x, y}).

Связь между моментами Iuv и моментами 2-го порядка вокруг осей
iu имеет вид:

Ixx =
1

2
(−ix + iy + iz);

Iyy =
1

2
(ix − iy + iz);

Izz =
1

2
(ix + iy − iz).

Сделаем теперь следующие предположения относительно кон-
структивных особенностей робота:

1. Моменты инерции колес значительно меньше соответствующих
моментов платформы;

2. Центр массы платформы лежит на оси X ′ в точке ОСМ c коор-
динатами (−b, 0) (см. рис. 1);

3. Матрица инерции платформы в системе координат OCMX
′′Y ′′,
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связанной с центром масс, имеет вид

H ′′ =

⎛
⎜⎜⎝

Ixx 0 0

0 Iyy 0

0 0 m

⎞
⎟⎟⎠ ,

где m — масса платформы.
Эти предположения кажутся естественными, имея в виду симме-

трию платформы относительно продольной оси. С другой стороны, их
невыполнение не является существенным, но только усложняет про-
цедуру вывода.

Пусть теперь H ′ — матрица инерции платформы в связанной си-
стеме координат O′X ′Y ′Z ′, а A — матрица перехода от O′X ′Y ′Z ′ к
OCMX

′′Y ′′Z ′′. Тогда, используя известное соотношение, связывающее
значения матрицы инерции в различных системах координат [7]

H ′ = AH ′′Aт,

а также то, что матрица перехода A имеет вид

A =

⎛
⎜⎜⎝
1 0 −b
0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ ,

получим

H ′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

2
iz 0 −mb

0
1

2
iz 0

−mb 0 m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (11)

Учитывая соотношения (10) и (11), после преобразований получим
выражение для энергии ускорения:

S =
1

2

[
(ϕ̇4 + ϕ̈2)iz +m(ẍ2 + ÿ2)

]
+

+ bm
[
ẍ(ϕ̈ sinϕ+ ϕ̇2 cosϕ) + ÿ(ϕ̇2 sinϕ− ϕ̈ cosϕ)

]
.

Выберем из обобщенных координат x, y, ql, qr две координаты ql, qr,
а для нахождения скоростей и ускорений ẋ, ẏ, ẍ, ÿ воспользуемся урав-
нениями связи (7) . После соответствующих преобразований получим

S =
1

2

[
(ϕ̇4 + ϕ̈2)iz +

mρ2

4
(q̈r + q̈l)

2

]
+
ρ

2
ϕ̇2(q̈r+ q̈l)− ρ

2
ϕ̇ϕ̈(q̇r+ q̇l).

ISSN 0236-3933. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Приборостроение”. 2006. № 3 37



В соответствии с уравнением Аппеля имеем

∂S

∂qr
= Qr;

∂S

∂ql
= Ql.

В предположении, что обобщенными силами Qr, Ql являются мо-
менты τr и τl, развиваемые моторами, которые приводят в движение
колеса, после преобразования получим⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
mv̇ = −bmω2 + 1

ρ
(τl + τr);

izω̇ = bmωv +
l

2ρ
(τr − τl).

Эти соотношения представляют собой систему нелинейных диф-
ференциальных уравнений относительно фазового вектора с компо-
нентами (V, ω)т, а τr, τl — компоненты вектора управления, порожда-
ющие движение системы.

В целях моделирования удобной формой представления является
следующая: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = v cosϕ;

ẏ = v sinϕ;

ϕ̇ = ω;

V̇ = −bω2 + 1

ρm
(τl + τr);

ω̇ =
bmωV

iz
+

l

2ρiz
(τr − τl).

(12)

Уравнения движения с учетом приводов. Рассмотрим случай, когда
колесами платформы управляют непосредственно двигатели постоян-
ного тока. Учет наличия следящих приводов не влечет принципиаль-
ных сложностей.

Известно, что уравнение двигателя постоянного тока имеет вид

Lİ +RI +Kwωm = U, (13)

где L — индуктивность обмотки якоря; I — ток якоря; R — сопротивле-
ние обмотки якоря; ωm — угловая скорость вращения вала двигателя;
U — напряжение, подаваемое на обмотку якоря.

Угловые скорости вращения вала ωm и колеса ωw связаны так:

ωm = ωwi,

где i — передаточное отношение редуктора.
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Выражение для момента τ , развиваемого двигателем, имеет вид

τ = KмI. (14)

Учитывая соотношение (14), представим уравнение (13) в виде

τ̇ = −R
L
τ − KмKwi

L
ωw +

Kм

L
U

или окончательно для правого и левого колес⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

τ̇l = −R
L
τl − KмKwi

L
ωl +

Kм

L
Ul;

τ̇r = −R
L
τr − KмKwi

L
ωr +

Kм

L
Ur.

(15)

Заметим, что в соотношении (15) мы предполагаем, что параметры
правого и левого моторов одинаковы (что, вообще говоря, не обяза-
тельно). Выразим теперь ωl и ωr через фазовые координаты. Восполь-
зовавшись соотношением (4) и учитывая, что vl = ωlρ и vr = ωrρ,
получим:

ωr =
1

ρ

(
v +

ωl

2

)
;

ωl =
1

ρ

(
v − ωl

2

)
.

(16)

Подставив соотношения (16) в выражение (15) и пополняя систе-
му (12), получим следующую систему дифференциальных уравнений,
описывающую движение мобильного робота:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ = v cosϕ;

ẏ = v sinϕ;

ϕ̇ = ω;

v̇ = −bω2 + 1

ρm
(τl + τr);

ω̇ =
bmωv

iz
+

l

2ρiz
(τr − τl);

τ̇l = −R
L
τl − KмKwi

L

(
v − ωl

2

)
+
Kм

L
Ul;

τ̇r = −R
L
τr − KмKwi

L

(
v +

ωl

2

)
+
Kм

L
Ur.

Эта система представляет собой систему нелинейных дифференци-
альных уравнений седьмого порядка с фазовым вектором
(x, y, v, ϕ, ω, τr, τl)

т и вектором управления (Ul, Ur)
т.

Нахождение координат объектов. Одна из проблем, возникаю-
щих при решении задачи навигации мобильного робота, состоит в
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Рис. 3. К методу оценки декартовых координат

определении декартовых координат объектов внешней среды на осно-
ве некоторых измерений, при этом используются датчики различного
типа. Рассмотрим следующую задачу: по измерениям, производимым
телевизионной системой, требуется определить координаты маяков,
попавших в поле зрения TV-камеры. Эта задача является весьма важ-
ной для планирования движения робота. В основе ее решения лежит
простой метод триангуляции, состоящий в следующем. Если известны
координаты двух точек R1 и R2 (рис. 3), в которые помещены изме-
рители, а также углы α1 и α2 на некоторый объект М , то нахождение
координат последнего является простой тригонометрической задачей.
Она сводится к нахождению координат точки пересечения прямых l1
и l2, проведенных через точки R1 и R2 под углами α1 и α2.

Специфика применения этого подхода для решения задачи навига-
ции состоит в следующем:

1. TV-камера, установленная на роботе, — один измеритель.
2. Измеритель перемещается в плоскости, измеряя углы. Резуль-

таты являются дискретными, поскольку роботу требуется конечное
время на обработку видеоинформации, поступающей с СТЗ.

Поэтому использование рекуррентных методов фильтрации слу-
чайных процессов представляется весьма целесообразным.

Фильтр Калмана для линейного непрерывного объекта с дискрет-
ными измерениями. Для удобства приведем известные соотношения
для рекуррентного оценивания фазового вектора непрерывной линей-
ной системы по дискретным измерениям.

Пусть система описывается следующим образом:{
ẋ = A(t)x+ f(t);

zk = Hkxk + ξk.
(17)
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Уравнения (17) описывают поведение объекта и измерения. Здесь
x — фазовый вектор; f(t) — известная функция времени; xk = x(tk) —
значение фазового вектора в момент t = tk; zk — вектор измерений.

Вектор x(t) представляет собой случайный процесс со следующи-
ми характеристиками:

E(x(t0)) = m;

E(x(t0) · xт(t0)) = R0.

Измерения содержат в своем составе шум ξk, представляющий
собой случайную δ-коррелированную нормально распределенную по-
следовательность со следующими характеристиками:

E(ξk) = 0;

E(ξk · ξтk) = Rk.

Известно, что уравнения, описывающие поведение оценки x̂ фазо-
вого вектора x, имеют следующий вид:

1. Между измерениями (tk < t ≤ tk+1){ ˙̂x = A(t)x̂+ f(t);

Ṗ = A(t)P + PAт(t);
(18)

x̂k−1 = x̂
+
k−1, x̂0 = m;

Pk−1 = P+k−1, P0 = R0.
(19)

2. В момент измерений (t = tk)⎧⎨
⎩
x̂+k = x̂k + P+k H

т
kR

−1
k (zk −Hkx̂k);

P+k = Pk − PkH
т
k(Rk +HkPkH

т
k)
−1HkPk.

(20)

Таким образом, между измерениями оценку получают интегриро-
ванием уравнения объекта, а в момент измерений происходит скач-
кообразное изменение оценки (в силу уравнения (20)), и ее значение
используется как начальное условие для получения оценки на следу-
ющем интервале между измерениями (рис. 4).

Уравнение объекта и измерений. Построим модель объекта. Вос-
пользуемся кинематической моделью мобильного робота в форме⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
ẋ = v cosϕ;

ẏ = v sinϕ;

ϕ̇ = ω,

(21)
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Рис. 4. Поведение оценок в случае непрерывного объекта с дискретными изме-
рениями

где

v =
ρ

2
(ωR + ωL); (22)

ω =
ρ

l
(ωR − ωL); (23)

x, y — декартовы координаты робота в абсолютной системе; v, ω —
линейная и угловая скорости робота соответственно; ωR, ωL — угловые
скорости правого и левого колеса соответственно; ρ — радиус колеса;
l — расстояние между ведущими колесами.

Пусть xм, yм — декартовы координаты маяка. Поскольку маяк не-
подвижен, то имеют место соотношения{

ẋм = 0;

ẏм = 0.
(24)

Системы (21) и (24), вообще говоря, представляют собой уравнения
объекта. Однако воспользоваться ими весьма затруднительно по двум
причинам. Во-первых, модель является нелинейной. Фильтр, оценива-
ющий фазовый вектор нелинейной системы, использует разложение в
ряд в окрестности текущей оценки и является весьма чувствительным
по отношению к начальным условиям. Во-вторых, размерность си-
стемы дифференциальных уравнений, описывающих фильтр, высока
и равна 20 (5 — для объекта, 15 — для матрицы ковариаций ошиб-
ки оценки). Учитывая, что в ряде заданий, выполняемых мобильным
роботом, необходимо оценивать координаты нескольких маяков, ста-
новится ясно, что этот подход является бесперспективным.

Воспользуемся тем обстоятельством, что для управления движе-
нием мобильного робота, вообще говоря, не обязательно знать аб-
солютные координаты маяков, но достаточно знать их координаты в
связанной системе O′X ′Y ′.

Пусть однородная матрица перехода от связанной системы коор-
динат O′X ′Y ′ к абсолютной системе OXY имеет вид матрицы (1).
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Рис. 5. Получение уравнений объекта в относительной системе координат

Обозначим через ρ′ = (x′ y′ 1)т, ρM = (xM yM 1)т — однородные
векторы неподвижной точки М в связанной и абсолютной системах
координат соответственно (рис. 5), тогда имеем

ρM = T · ρ′.
Дифференцируя это выражение по времени и учитывая соттношение
(24), получим

ρ̇′ = −T−1 · Ṫ · ρ′.
Учитывая, что

T−1 =

⎛
⎝ Rт −Rтp

0 1

⎞
⎠ ,

а также уравнение объекта в абсолютной системе координат (21), по-
сле простых преобразований получим{

ẋ′ = ωy′ − v;

ẏ′ = −ωx′,
(25)

где ω и v — угловая и линейная скорости мобильного робота соответ-
ственно, заданные соотношениями (22), (23). Таким образом, соотно-
шения (25) представляют собой уравнения объекта, фазовыми коор-
динатами которого являются декартовые координаты маяка x′ и y′ в
связанной системе координат. Их эволюция вызывается собственным
движением мобильного робота, обусловленным вращением ведущих
колес с угловыми скоростями ωR и ωL. Если предположить, что ωR

и ωL представляют собой программные управления, т.е. ωR = ωR(t),
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ωL = ωL(t), а следовательно, и v = v(t), ω = ω(t), тогда уравне-
ния объекта представляют собой систему линейных нестационарных
дифференциальных уравнений второго порядка.

Получим теперь уравнения измерений. Считаем, что мобильный
робот измеряет угол α, используя TV-систему, установленную в точке
С с координатами x′ = 0, y′ = −d:

α = arctg
y′

x′ + d
. (26)

Однако это неудобно, поскольку уравнение (26) представляет собой
нелинейную функцию относительно фазовых координат маяка x′ и y′.

Воспользуемся другим подходом, состоящим в следующем. Ясно,
что каждое измерение угла α означает, что маяк лежит на прямой,
уравнение которой имеет вид

y′ = (x′ + d) tgα

или
d sinα = −x′ sinα+ y′ cosα. (27)

Заметим, что соотношение (27) является прямым следствием уравне-
ния (26). В терминах уравнения измерений это означает, что

z = −x′ sinα+ y′ cosα+ ξ,

а само измерение формируется как

z = d sinα.

Таким образом, окончательно уравнения объекта и измерений име-
ют вид {

ẋ′ = ωy′ − v;

ẏ′ = −ωx′;
(28)

zk = d sinαk = −x′k sinαk + y′k cosαk + ξk. (29)

Оценивание координат маяка. Будем строить фильтр Калмана в
соответствии с соотношениями (18)–(20). Согласно выражениям (28),
(29) матрицы А и Н имеют вид

A =

(
0 ω(t)

−ω(t) 0

)
; Hk =

( − sinαk cosαk

)
. (30)

Выполняя все необходимые операции, окончательно получим сле-
дующие уравнения фильтра:

1. Между измерениями{ ˙̂x′ = ωŷ′ − v;

˙̂y′ = −ωx̂′;
(31)
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ṗ11 = 2ωp12;

ṗ12 = ω(p22 − p11);

ṗ22 = −2ωp12.
(32)

Начальные условия для систем (31) и (32) ищутся в соответствии
с уравнениями (19). Заметим, что в этом случае сумма дисперсий
ошибок оценок координат маяка постоянна.

2. В момент измерений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
x̂+k
ŷ+k

)
=

(
x̂k
ŷk

)
+

(
k1
k2

)(
zk −Hk

(
x̂k
ŷk

))
;

(
p+11k p+12k
p+21k p+22k

)
=

(
I −
(
k1
k2

)
Hk

)(
p11k p12k
p21k p22k

)
;

(
k1
k2

)
=

(
p11k p12k
p21k p22k

)
Hт

k

(
Hk

(
p11k p12k
p21k p22k

)
Hт

k + σ2
)−1

.

(33)
В уравнениях (31)–(33) x̂′, ŷ′ — оценки координат маяка в связанной
системе координат; pij — элементы матрицы ковариации ошибки оцен-
ки; zk — измерения, формируемые в соответствии с соотношением (29)
(напомним, что в действительности мы считаем, что измеряется угол
на маяк); ω, v — программные угловая и линейная скорости робота
соответственно; σ — среднеквадратическая ошибка в измерениях.

Введем следующие допущения.
1. Матрица измерений Н , представленная отношением (30), явля-

ется случайной, что, вообще говоря, не соответствует классической
модели фильтра Калмана.

2. Качество оценки, определяемое соотношениями (32), (33) (эле-
ментами p11 и p22), зависит от собственного движения робота. Это ка-
жется естественным: например, если робот неподвижен, то очевидно,
что измерения не улучшают начальную оценку. Однако вопрос выбо-
ра движения v = v(t), ω = ω(t), обеспечивающего наиболее быструю
сходимость оценок, выходит за рамки настоящей работы.

На рис. 6 показаны результаты моделирования приведенного алго-
ритма оценивания координат маяков1. Робот совершал вращательное
движение с угловой скоростью ω = cos(3,5t), при этом линейная ско-
рость v = 0. Измерения угла на маяк проводились с частотой 5 Гц. Как
видно, в этих условиях время сходимости оценок составляет 3,5. . . 4 с.

1Моделирование проводил В.В. Лепилкин
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Рис. 6. Результаты моделирования поведения оценок декартовых координат ма-
яка в относительном движении

Управление мобильным роботом. Приведем основные принци-
пы, положенные в основу управления мобильным роботом, в пред-
положении, что оценку декартовых координат маяков в связанной
системе координат мы получаем, пользуясь описанными методами ре-
куррентной фильтрации.

Считаем, что закон управления активными колесами имеет вид{
ωR = ω0 + ωc;

ωL = ω0 − ωc,

где ω0 = const, а ωc — выбираемое управление. В этом случае в соот-
ветствии с соотношениями (22), (23) имеем

v = ρω0;

ω =
2ρ

l
ωc.

Это означает, что движение робота происходит с постоянной ли-
нейной скоростью, а управление осуществляется его угловой скоро-
стью.

Будем считать, что задачей управления ωc является следование
предварительно заданной программной траектории. Эта траектория
формируется в связанной с роботом системе координат в виде

f(x′, y′) = 0, (34)

при этом потребуем, чтобы она проходила через начало связанной
системы координат, т.е.

f(0, 0) = 0. (35)
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Такой способ построения программной траектории приводит к то-
му, что мы должны в процессе движения в каждый момент времени
перепланировать траекторию так, чтобы обеспечить выполнение со-
отношения (35). С другой стороны, этот подход позволяет в какой-то
степени компенсировать ошибки, возникающие в процессе следования
программной траектории.

Прежде чем перейти к формированию закона управления, заметим,
что при движении робота вдоль любой гладкой траектории ось X ′

связанной системы координат всегда направлена вдоль касательной
к траектории, проведенной в точке О ′ (начало связанной системы).
Обоснованием этого служит то обстоятельство, что, как отмечено в
выше, ось X ′ совпадает с вектором скорости точки O′, которая, в
свою очередь, совпадает с касательным вектором.

Тогда естественным является выбор закона управления в форме

ω = kψ, (36)

где ψ — угол между осью x′ и касательным вектором τ , проведенным в
точке О ′ к программной траектории (рис. 7). Программная траектория
всегда строится так, чтобы выполнялось соотношение (35). При этом,
безусловно, желательно, чтобы угол ψ был небольшим. Учитывая со-
отношение (34), имеем

tgψ = −f ′x(0, 0)/f ′y(0, 0). (37)

Здесь предполагается, что f ′y(0, 0) �= 0. Это условие в действительно-
сти может нарушаться, о чем речь пойдет ниже.

Соотношения (36), (37) в предположении малых углов ψ и опреде-
ляют закон управления.

Рис. 7. Формирование закона управления
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Рис. 8. Программная траектория при движении на маяк

Рассмотрим два примера задач из числа тех, которые входят в ре-
гламент соревнований мобильных роботов [1], о которых шла речь
ранее.

1. Движение на маяк. Задание состоит в том, чтобы коснуться ак-
тивного маяка, используя информацию о его относительном угловом
положении, поступающую с бортовой сенсорной системы. Будем счи-
тать для простоты, что TV-камера установлена в точке О ′ и поставляет
в систему управления угол α на маяк. Будем считать далее, что про-
граммной траекторией в каждый момент времени является отрезок
прямой О ′M , соединяющей начало системы координат робота и маяк
(рис. 8). Поскольку касательный вектор к прямой совпадает с ней са-
мой, то ошибка управления ψ = α. Такой же результат мы получим и
при использовании соотношения (36).

Таким образом, соотношения (36) и (37) приводят к очевидному ре-
зультату, состоящему в том, что ошибкой управления является откло-
нение оси робота Х ′ от направления на маяк, получаемого от системы
зрения.

2. Въезд в ворота. Задача состоит в том, чтобы робот въехал в
створ ворот, задаваемых двумя активными маяками А и В . Выберем в
качестве программной траектории дугу окружности ω:

f(r) = (r− rО)2 −R2 = 0,

где r = (x′, y′)т, (r− rO)2 = (r− rO)т(r− rO), R — радиус окружно-
сти.

Окружность ω обладает следующими свойствами (рис. 9):
1) ω проходит через О ′ (что соответствует соотношению (35));
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Рис. 9. Программная траектория при прохождении ворот

2) ω пересекает линию ворот АB в точке С так, что АС = ВС и
АВ перпендикулярна ω.

Выбор программной траектории, безусловно, не является одно-
значным и в нашей ситуации отражает лишь требование проехать во-
рота, не задев маяка, к чему может привести, например, движение
вдоль прямолинейной траектории, соединяющей текущее положение
робота и центр ворот. Построим эту окружность.

Пусть rO, rA, rB — радиус-векторы, проведенные из точки О ′ в
точки О (центр окружности), А, В (створы ворот) и заданные в от-
носительной системе координат. После стандартных преобразований
получим следующие соотношения (при r2A �= r2B):

rO = λrA + (1− λ)rB; (38)

λ =
1

r2A − r2B
(1
4
(rA − rB)2 − r2B

)
.

Из соотношения (37), определяющего ошибку управления, и из
закона управления (36) следует

tgψ = −xO/yO, (39)

где xO, yO — компоненты вектора rO. Таким образом, в соответствии
с уравнением (39) нам необходимо вычислить отношение координат
центра окружности, задаваемого вектором rO. Вычисляя этот вектор
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Рис. 10. Результаты моделирования въезда робота в ворота:
а — координаты ворот известны точно; б — координаты ворот зашумлены

в соответствии с соотношением (38), получим вектор u, пропорцио-
нальный rO:

u = (rА + rВ)
т(rА − 3rВ)rA + (rА + rВ)(3rА − rВ)rA,

отношение компонент которого совпадает с отношением компонент
(39) вектора rО и позволяет сформировать закон управления (36):

tgψ = −xu/yu. (40)

Заметим, что в тех случаях, когда r2A = r
2
B (см. рис. 9), т.е. программная

траектория представляет собой отрезок прямой (эта ситуация возни-
кает всегда в момент въезда в ворота), мы не можем воспользоваться
соотношением (40), поскольку u = 0. Однако нетрудно показать, что
при этом

lim
r2A→r2B

tgψ = yC/xC ,

где yC , xC — декартовы координаты точки С центра ворот, что экви-
валентно движению на маяк, расположенный в центре ворот, так что
эта проблема носит скорее вычислительный характер.

На рис. 10, а, б приведены результаты моделирования этого ал-
горитма при въезде робота в ворота. В случае, представленном на
рис. 10, б, декартовы координаты ворот rA, rB , используемые в соот-
ветствии с соотношением (38), зашумлены2.

Выводы. В работе представлены математические модели, а так-
же методы управления мобильным колесным роботом, основанные на

2Моделирование проводил А.Орлов
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восстановлении координат маяков по измерениям их углового поло-
жения в относительной системе координат. Одна из проблем, возника-
ющих при решении этой задачи, состоит в следующем: так как часто
движение робота определяется несколькими маяками, необходимы ко-
ординаты всех маяков. В процессе движения робота число объектов,
которые он видит, может меняться из-за ограниченности поля зрения
видеокамеры. Поэтому необходимо установить соответствие между
маяками и их образами, полученными СТЗ.

Авторы благодарят аспирантов и студентов, в разное время вхо-
дивших в состав команды МГТУ им.Н.Э. Баумана: Д. Киселева,
А.Орлова, Н.Федорова, И. Сандлера, В. Лепилкина, Д. Лисицына.
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