
Системный анализ и управление

39

УДК 621.785, 669.2, 681.5

Н.В. Заикина, Ю.Э. Плешивцева 

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ  
ИНДУКЦИОННОГО НАГРЕВА МЕТАЛЛА  

С УЧЁТОМ ОГРАНИЧЕНИЙ

В промышленности применяют различные 
технологии горячей обработки цветных метал-
лов давлением. Одним из таких методов обра-
ботки является прессование профилей. Нагрев 
перед прессованием способствует повышению 
пластичности металла, и, таким образом, об-
легчает процесс его обработки. Установки ин-
дукционного нагрева (ИНУ) получили широкое 
распространение в промышленности при нагре-
ве изделий под штамповку и пластическую де-
формацию [1].

Нагрев алюминиевых заготовок до заданной 
температуры 400–500° С может производиться 
в ИНУ на частоте 50 Гц. Мощность индукцион-
ной установки, как правило, находится в преде-
лах от 0,2 до 1 МВт. Однако электрический КПД 
подобных ИНУ для нагрева алюминия составляет 
всего 40–60 %.

Для улучшения энергетической эффективно-
сти нагрева алюминиевых заготовок перед прессо-
ванием в последние годы был разработан иннова-
ционный метод, который позволяет использовать 
сверхпроводники, способные генерировать вы-
сокоинтенсивные магнитные поля в больших 
объёмах [2]. Изменение магнитного потока, про-
низывающего заготовку, вызвано вращением заго-
товки относительно поля возбуждения (рис. 1, а)  

[3]. Вращение в постоянном магнитном поле вы-
зывает поток индуцированных токов, которые 
производят момент, препятствующий вращению. 
Практически вся энергия в заготовке преобразу-
ется в тепловую, и, таким образом, механическая 
энергия асинхронного электродвигателя преобра-
зуется в тепловую. Теоретически КПД индукто-
ра в данном случае должен приближаться к КПД 
электрического двигателя, который составляет  
90 %. Возможные конструктивные параметры со-
ответствующей системы нагрева представлены  
в [9].

К настоящему времени достаточно глубоко 
изучены подходы к оптимизации работы тради-
ционных ИНУ [4], в то время как исследования 
процесса индукционного нагрева с использова-
нием постоянного магнитного поля суперпро-
водников находятся только на начальном этапе. 
В представленной статье изучаются оптималь-
ные режимы функционирования инновационных 
установок индукционного нагрева вращающихся 
алюминиевых заготовок.

В целом ряде технологий термообработки 
оказывается необходимым учитывать дополни-
тельные требования, к которым, прежде всего, 
относятся ограничения на максимальную темпе-
ратуру и максимум растягивающих термонапря-

а) б)

Рис. 1. Принцип индукционного нагрева заготовки, вращающейся в магнитном поле суперпроводника: 
а – инновационная установка индукционного нагрева; б – двумерная математическая модель процесса нагрева



Научно-технические ведомости СПбГТУ 2' 2010

40

жений по объёму заготовки в процессе нагрева,  
т. к. при термообработке изделия возникают тем-
пературные напряжения и деформации, величины 
которых могут оказаться за пределами упругости 
и вести к нежелательным необратимым измене-
ниям свойств металла.

В статье представлены результаты модели-
рования и оптимизации температурных полей и 
полей термонапряжений по сечению заготовки  
в ходе нагрева с использованием численной 
двумерной электромагнитно-тепловой модели 
процесса. Сформулированы и решены задачи 
оптимального по быстродействию управления 
индукционным нагревом с учётом ограничений 
на максимально допустимые температуру и тер-
монапряжения. Проведена интеграция разрабо-
танной математической модели и алгоритмов 
оптимального управления для построения специ-
альной процедуры оптимизации процесса инно-
вационного индукционного нагрева.

Численная двумерная модель  
процесса нагрева

Математическая модель системы нагрева 
алюминиевых заготовок вращением включает 
взаимосвязанный расчёт электромагнитных и 
тепловых полей в поперечном сечении заготов-
ки в предположении, что длина заготовки много 
больше её радиуса. При моделировании рассма-
триваемого процесса необходимо учитывать ряд 
усложняющих факторов, таких как зависимость 
теплофизических свойств материала заготовки 
от температуры и неравномерности магнитного 
поля, сложный характер теплообмена; необходи-
мость решения сопряжённых задач, сложную гео-
метрическую форму системы «индуктор-металл» 
и др. 

Для моделирования исследуемого процесса 
был выбран метод конечных элементов, для по-
строения сетки детали и индуктора использова-
лись четырёхугольные элементы, а для сетки окру-
жающего пространства – треугольные элементы. 
Численная двумерная модель была разработана 
в среде наукоёмкого расчётного программного 
комплекса ANSYS [5]. Алгоритм решения задачи 
моделирования представляет собой последова-
тельную итерационную процедуру, включающую 
гармонический электромагнитный анализ и пере-
ходный тепловой анализ.

Моделирование температурных по-
лей. В качестве базовой рассматривается дву-
мерная модель температурного поля в по-
перечном сечении заготовки радиусом R  

(рис. 1, б), поскольку такая модель, с одной сто-
роны, является достаточно представительной для 
исследований общего характера, а, с другой сто-
роны, позволяет использовать её в оптимизацион-
ных процедурах за счёт относительно ограничен-
ного времени расчётов.

Длина цилиндрической заготовки в направле-
нии оси z считается бесконечной. В общем слу-
чае пространственно-временное распределение 
температуры по объёму заготовки в процессе ин-
дукционного нагрева описывается взаимосвязан-
ной системой уравнений Максвелла и Фурье для 
электромагнитного и температурного полей [1]. 

Уравнение Максвелла для электромагнитного 
поля внутри проводящего материала может быть 
записано как

rot H = J + ∂D
∂τ ; rot E = – ∂B

∂τ ; div B = 0; div E = 0,

где E  – вектор напряжённости электрического 
поля; D – вектор электрической индукции; B  – 
вектор магнитной индукции; H – вектор напря-
жённости магнитного поля; J – плотность элек-
трического тока проводимости; τ – время.

Уравнение Фурье, описывающее в наиболее 
общем виде температурное поле в нагреваемой 
заготовке, имеет вид:

c(T) γ(T) ∂T
∂τ  – div (λ(T) grad T ) + 

+ c(T) γ(T) V  grad T  = F ,

где T – температурное поле в поперечном сече-
нии заготовки; c(T), γ(T), λ(T) – соответственно 
удельная теплоёмкость, плотность и коэффици-
ент теплопроводности нагреваемого металла;  
V  – вектор скорости перемещения заготовки; F – 
внутренние источники тепла, возбуждаемые ин-
дуцируемыми в заготовке вихревыми токами, за 
счёт которых происходит нагрев.

Удельная мощность тепловыделения на еди-
ницу объёма нагреваемого тела, зависящая от ча-
стоты вращения заготовки f, может быть найдена 
путем расчёта передаваемой энергии электромаг-
нитного поля [1]:

F = –div[E  · H].
Применительно к рассматриваемой техноло-

гии мощность тепловыделения F( f) [Вт/м3] может 
быть вычислена согласно соотношению [2]:

F = σ(Bri 
2πR
60  f · ξ)2,

где Bri – радиальная составляющая магнитного 
поля в цилиндрических координатах; ξ = r

R  [2].

(2)

(1)

(3)

(4)
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Таким образом, для исследуемой инновацион-
ной технологии нагрева управление мощностью 
тепловыделения осуществляется за счёт измене-
ния скорости вращения заготовки.

Теплофизические параметры c(T), γ(T), λ(T)  
в (2) являются нелинейными функциями темпе-
ратуры. Совместно с соответствующими гранич-
ными и начальными условиями уравнение (2) 
описывает температурное распределение в любой 
момент времени для любой точки по сечению на-
греваемой заготовки.

Моделирование полей термонапряже-
ний. Горячая обработка алюминиевых заготовок 
перед прессованием представляет собой пред-
варительный нагрев до 500° С. В процессе на-
грева алюминиевых цилиндрических заготовок 
индукционным методом появляется перепад 
между температурами поверхности и центра, т. е.  
поверхностные слои заготовок оказываются бо-
лее прогретыми по сравнению со слоями, при-
лежащими к центру. В результате из-за различия 
коэффициентов линейного расширения всех сло-
ёв неравномерно прогретой заготовки возникают 
термические напряжения.

Рассматривая сечение цилиндрических заго-
товок, можно выделить две компоненты термона-
пряжений – радиальные и окружные. Максимум 
радиальных напряжений приходится на слои, ле-
жащие непосредственно около центра заготовки, 
а минимум, соответственно, на поверхностные 
слои. Окружные напряжения направлены по ка-
сательной к сечению заготовки, в отличие от ра-
диальных, которые действуют в направлении от 
центра к поверхности. Максимум окружных и ра-
диальных напряжений располагается в центре.

Наиболее опасными из напряжений являются 
растягивающие, т. к. они разрывают металл из-
нутри, вследствие чего возникают необратимые 
дефекты металла. При этом сжимающие напря-
жения в некоторых случаях могут упрочнить за-
готовку.

При плоском температурном поле T (x, y, t) 
в длинном цилиндрическом теле с продольной 
осью Oz возникает плоская деформация [6], для 
которой характерны перемещения: 

ux = ux(x, y), uy = uy(x, y), uz = 0.

Этим перемещениям соответствуют дефор-
мации: 

εz = εxz = εyz = 0 

и напряжения: 
σz = v(σx + σy) – α1T, σxz = σyz = 0.

Зная σz, можно найти соотношения между де-
формациями εx, εy, εxy, и напряжениями σx, σy, σxy  
в следующем виде:

εx = 1
E1

 (σx – v1σy) + α1T,

εy = 1
E1

 (σy – v1σx) + α1T,

εxy = 
1 + v1

E1
σxy,

где     E1 = E
1 – v2 , v1 = v

1 – v , α1 = α(1 + v).

Переходя к цилиндрической системе коорди-
нат, рассмотрим плоское деформированное со-
стояние заготовки, закреплённой с двух сторон 
для ограничения её осевого перемещения. В слу-
чае плоской деформации имеется три компонента 
напряжений σr, σθ, σz; все три деформации сдви-
га и касательные напряжения равны нулю в силу 
симметрии относительно оси и постоянства усло-
вий в осевом направлении. Для указанных выше 
напряжений из [6] имеем:

Где ν – коэффициент Пуассона; α – коэффициент 
линейного расширения; E – модуль упругости или 
модуль Юнга; b – радиус цилиндра; T – функция 
распределения температуры. Таким образом, зная 
температурное поле в заготовке, можно опреде-
лить компоненты термонапряжений в ней.

Для выбора заданного ограничения на вели-
чину термонапряжений в процессе нагрева было 
проведено исследование диаграммы растяжения 
алюминия [6], в ходе которого было установлено, 
что безопасные значения напряжения соответ-
ствуют участку, на котором при снятии нагрузки 
не возникают остаточные деформации. Здесь ма-
териал подчиняется закону Гука:

σ = Eε,

где σ – напряжение; Е – модуль Юнга; ε – относи-
тельное растяжение. За допустимое значение тер-
монапряжений будем считать предел упругости 
[6], который для технически чистого алюминия 
составляет 30 МПа.

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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Постановка и решение задачи оптимального 
по быстродействию управления

Для решения задачи управления нагревом 
заготовок, вращающихся в постоянном маг-
нитном поле, процесс индукционного нагрева 
рассматривается в качестве объекта оптимиза-
ции с распределёнными параметрами [7], со-
стояние которого однозначно определяется 
пространственно-временным распределением 
температуры нагреваемого тела T(l, τ) во време-
ни  τ и по радиальной координате l∈[0, R], в пре-
небрежении температурной неравномерностью  
по её длине.

Холодные заготовки поступают в установку 
с начальным распределением температуры T0(l) и 
должны быть нагреты в процессе вращения до за-
данной температуры T *(l).

Как было описано выше, изменение частоты 
вращения заготовки во времени f (τ), позволяю-
щее целенаправленно изменять температурное 
поле заготовки, можно рассматривать в качестве 
сосредоточенного управляющего воздействия, 
подобного управлению по мощности индукцион-
ного нагрева, осуществляемого по типовой тех-
нологии [4].

Ограничение на управляющее воздействие 
f(τ) вводится, исходя из максимально и мини-
мально возможных величин частоты вращения 
заготовок, и записывается в виде:

0 ≤ f(τ) ≤ fmax.

В качестве критерия оптимальности для обе-
спечения максимальной производительности 
установки рассматривается минимальное время 
нагрева τ0

min.
Применительно к исследуемому в данной 

статье классу задач оптимизации индукционная 
установка в конечный момент времени τк должна 
обеспечивать нагрев металлической заготовки до 
заданной температуры T *(l) = T * = const с допу-
стимым температурным отклонением по сечению 
заготовки ε0:

max
l∈[0, 1]

|T(l, τк) – T *| ≤ ε0.

Таким образом, задача оптимального по бы-
стродействию управления процессом нагрева 
заготовки, вращающейся в магнитном поле по-
стоянного тока, может быть сформулирована сле-
дующим образом.

Необходимо найти такое переменное во вре-
мени управляющее воздействие f(τ) = fопт(τ) , стес-
нённое ограничением (15), которое обеспечивает 

перевод нагреваемого изделия с начальным рас-
пределением температуры T 0(l ) = T 0 = const  
в заданное целевое множество, согласно (16), за 
минимально возможное время τк = τ0

min.
Подобно известным результатам для общей 

нелинейной задачи оптимального по быстродей-
ствию управления процессами нестационарной те-
плопроводности с внутренним тепловыделением 
[4], стандартные процедуры принципа максимума 
непосредственно определяют для математической 
модели ОРП вида (2)–(4) Δ(N)-параметризованное 
представление управляющего воздействия fопт(τ) 
в форме кусочно-постоянной функции времени:

однозначно задаваемой тем самым с точностью 
до числа N и длительностей Δi, i = 1, N  интер-
валов своего постоянства, выступающих в роли 
искомых параметров и зависящих только от тре-
буемой точности нагрева ε0 в (21), где N может 
быть найдено по заданной величине ε0 по общей 
методологии альтернансного метода [6]. В итоге 
осуществляется процедура редукции исходной 
задачи к задаче полубесконечной оптимизации:

где зависимости T(l, Δ) находятся по численной 
ANSYS-модели объекта при управлении вида 
(17).

Аналогии математических моделей и законо-
мерностей температурного распределения в рас-
сматриваемом и типовом процессах оптимально-
го по быстродействию индукционного нагрева 
приводят к сохранению в сформулированной за-
даче (18)–(19) соответствующих этим процессам 
оптимальной формы кривой радиального рас-
пределения результирующих температур и его 
альтернансных свойств, что позволяет применять 
для решения данной задачи общую схему альтер-
нансного метода [7], подобно тому, как это сде-
лано в [8].

При использовании численной модели тем-
пературного поля расчётные системы уравнений 
альтернансного метода могут быть решены с об-
ращением к модели на каждом шаге итерацион-
ной процедуры.

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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Постановка и решение задачи оптимально-
го управления с учётом ограничения на макси-
мально допустимую температуру. В реальных 
условиях индукционного нагрева максимальное 
значение Tmax(τ) температуры по всему объёму 
нагреваемых заготовок ограничивается на всём 
протяжении процесса нагрева некоторой задан-
ной предельно допустимой величиной Tдоп, пре-
вышение которой приводит к необратимым не-
желательным изменениям структурных свойств 
материала обрабатываемых изделий и (или) к их 
оплавлению. Поэтому оказывается необходимым 
учитывать дополнительное ограничение, которое 
записывается в форме следующего неравенства:

Tmax(τ) = max
l∈[0, 1]

T (l, τ) ≤ Tдоп, 0 < τ ≤ τк.

Таким образом, необходимо рассматривать 
сформулированную выше задачу нагрева за-
готовки до требуемой температуры с заданной 
точностью за минимально возможное время с 
учётом технологического ограничения (20) на 
максимально допустимую температуру в ходе 
нагрева.

В большинстве практических задач коррекция 
оптимальных режимов в связи с рассматривае-
мым технологическим ограничением оказывается 
необходимой только в пределах первого интерва-
ла процесса нагрева с максимальным значением 
управляющего воздействия f ≡ fmax. Она сводится 
к подбору управляющего воздействия на соответ-
ствующих участках в пределах этого интервала, 
поддерживающих Tmax на предельно допустимом 
уровне Tдоп, т. е. к выполнению на этом участке 
условия (20) в форме соответствующего равен-
ства. Ясно, что только в таком варианте сохра-
няется минимально возможное с учётом нового 
ограничения суммарное время процесса нагрева 
заготовки [7].

В соответствии с этим, типичный алгоритм 
оптимального по быстродействию управления 
принимает (согласно рис. 2, а) следующий вид:

Предельное значение Tдоп достигается при  
τ = τT во внутренней точке температурного мак-
симума, являющегося точкой экстремума lЭ тем-
пературной кривой T(l, τT) в соответствии с её 
известной формой при f = fmax, τ∈(0, τT) [7], и тог-

да значения τT и lЭ находятся как корни системы 
уравнений:

которая может быть решена известными или спе-
циальными численными методами при заданной 
зависимости T(l, τT) от своих аргументов [7].

В первом приближении управление f T(τ), ста-
билизирующее температуру на заданном уровне, 
представляется с достаточной точностью экспо-
ненциальным законом изменения во времени [7]. 
Тогда базовый вариант алгоритма управления  
с учётом ограничения на максимально допусти-
мую температуру представляется в виде:

Рассмотрим случай, когда заданная точность 
нагрева совпадает с предельно достижимой точ-
ностью ε(2)

min при двухинтервальном управлении. 
В этом случае сам минимакс ε(2)

min заранее неизве-
стен, и его величина должна быть отнесена к не-
известным параметрам оптимального алгоритма 
управления как и длительности интервалов Δ1

0, 
Δ2

0, а также a, b, β в (31), обеспечивающие дости-
жение предельно возможной точности нагрева в 
классе двухинтервальных управлений [7].

Расчёт искомых алгоритмов управления осу-
ществляется при помощи оптимизационного ком-
плекса, предназначенного для проведения много-
критериальной оптимизации одномерных полей. 
Специальная процедура оптимизации позволяет 
осуществлять поиск значений параметров алго-
ритмов управления, при которых достигается 
минимально возможное отклонение поля от за-
данного значения. При этом учитываются огра-
ничения на возможные значения оптимизируе-
мых параметров [10].

На рис. 2, б–г представлены результаты рас-
чёта оптимального по быстродействию процесса 
нагрева алюминиевых цилиндрических заготовок 
диаметром 215 мм путём их вращения в постоян-
ном магнитном поле при токе источника питания 
323,2 кА с учётом технологического ограниче-
ния (20). Изменение частоты вращения заготов-
ки представлено на рис. 2, б; на рис. 2, в пока-
зано температурное распределение по сечению  

(20)

(21)

(22)

(23)
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заготовки по окончании процесса нагрева; на  
рис. 2, г представлено изменение температуры в 
центре и на поверхности заготовки в ходе нагре-
ва. Как видно из представленных данных, в конце 
процесса нагрева неравномерность распределе-
ния температуры по радиусу цилиндра составляет  
ε(2)

min = 0,4° C.
Постановка и решение задачи оптимально-

го управления с учётом ограничения на мак-
симально допустимые термонапряжения. При 
нагреве заготовки помимо максимальной темпе-
ратуры необходимо отслеживать и уровень воз-
никающих термических напряжений.

Температурные перепады по всему объёму 
нагреваемой заготовки должны быть ограничены 
на всём протяжении процесса нагрева таким об-
разом, чтобы обусловленное ими максимальное 

значение σmax растягивающих термонапряжений 
σ(l, τ) не превышало заданной допустимой вели-
чины σдоп, согласованной с пределом прочности 
материала заготовки. Иначе говоря, подобно (20), 
должно быть выполнено следующее неравенство 
для поля термонапряжений:

σmax(τ) = max
l∈[0, 1]

 σ(l, τ) ≤ σдоп , 0 < τ ≤ τк .

Нарушение этого условия может привести к 
появлению необратимого брака – растрескива-
нию заготовок.

Тогда задача оптимального по быстродей-
ствию управления нагревом заготовки до тре-
буемой температуры с заданной точностью за 
минимально возможное время дополняется огра-
ничением (24) на максимально допустимое растя-
гивающее термонапряжение в ходе нагрева.

Рис. 2. Результаты расчёта оптимального двухинтервального процесса нагрева с учётом ограничения  
на максимально допустимую температуру: 

а – графическая интерпретация оптимального процесса нагрева с учётом ограничения на максимальную температуру; б – измене-
ние частоты вращения в процессе нагрева с учётом ограничения на максимальную температуру; в – температурный профиль по 
сечению заготовки в конце процесса нагрева; г – динамика температуры в центре и на поверхности заготовки в процессе нагрева

б)

а)

г)
в)

(24)
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Аналогично рассмотренному ранее случаю 
учёта ограничения на максимально допустимую 
температуру, коррекция оптимальных режимов 
в связи с рассматриваемым технологическим 
ограничением на термонапряжение оказывает-
ся необходимой только в пределах первого ин-
тервала процесса нагрева при f ≡ fmax. В данном 
случае также необходим подбор управляющего 
воздействия, поддерживающего σmax на предель-
но допустимом уровне σдоп, т. е. к выполнению 
на этом участке условия (24) в форме соответ-
ствующего равенства. Таким образом, типич-
ный алгоритм оптимального по быстродействию 
управления с учётом рассматриваемого техноло-
гического ограничения принимает следующий 
вид (рис. 3, а) [7]:

После определения τσ и f σ(τ) оптимальное 
управляющее воздействие опять определяется за-
ранее с точностью до N параметров Δi, i = 1, N , 

где Δi вновь имеют смысл длительностей различ-
ных интервалов управления с известным законом 
изменения частоты вращения на каждом из них.

Аналогично рассмотренному выше случаю, в 
первом приближении управление f σ(τ), стабили-
зирующее термонапряжение на заданном уровне, 
представляется с достаточной точностью экспо-
ненциальным законом изменения во времени.

Тогда базовый вариант алгоритма управления 
с учётом ограничения на максимально допусти-
мое термонапряжение представляется в виде:

Для обеспечения выполнения условия (24) 
при σдоп = σ* = 30 МПа и оптимизации параметров 
алгоритма управления (17) процессом нагрева 
при помощи численной модели и оптимизацион-
ного комплекса был произведен расчёт процесса 
индукционного нагрева. В результате было опре-

(25)

(26)

Рис. 3. Результаты расчёта оптимального двухинтервального процесса нагрева с учётом ограничения  
на максимально допустимое растягивающее термонапряжение:  

а – графическая интерпретация оптимального процесса с учётом ограничения на максимально допустимое термонапряжение; 
б – изменение частоты вращения в процессе нагрева; в – изменение радиального температурного напряжения в ходе нагрева: 

(1 – в центре заготовки; 2 – в промежуточной точке; 3 – на поверхности заготовки)

а) б)

в)



Научно-технические ведомости СПбГТУ 2' 2010

46

(29)

делено изменение частоты вращения заготовки, 
представленное на рис. 3, б. На рис. 3, в показано 
изменение радиального температурного напря-
жения в процессе нагрева для различных точек по 
сечению заготовки.

Совместный учет ограничений  
на максимально допустимые температуру и 

термонапряжения в процессе нагрева

В большинстве практических задач оказы-
вается необходимым учёт обоих фазовых огра-
ничений (20) и (24), ввиду взаимосвязанности 
температурных полей по сечению заготовки и 
полей термонапряжений. Поведение максималь-
ных значений температуры и термонапряжений 
во времени в оптимальном процессе, полученном 
без учёта фазовых ограничений [7], указывает, 
что оптимальный процесс должен дополниться 
участками стабилизации максимальных темпера-
туры и растягивающих термонапряжений на до-
пустимых уровнях в пределах первого интервала 
управления [7].

Таким образом, необходима новая постановка 
задачи оптимального управления с условием вы-
полнения ограничений (20) и (24) в ходе нагрева.

Типичный алгоритм оптимального по быстро-
действию управления с учётом рассматриваемых 
технологических ограничений принимает, со-
гласно [7], следующий вид:

Моменты времени τσ и τT, как и ранее при рас-
смотрении каждого из ограничений в отдельно-
сти, могут быть найдены из условий достижения 
предельно допустимых значений ограничивае-
мых величин, т. е. непосредственно исходя из ра-
венств:

σmax(τσ) = σдоп; Tmax(τT) = Tдоп,

которые следует рассматривать как уравнения от-
носительно τσ или τT при известных зависимостях 
σmax(τ) и Tmax(τ). Стабилизирующие управления 
f σ(τ) и f T(τ) также следует определить из условий 
поддержания с их помощью равенств:

σmax(τ) = σдоп;  Tmax(τ) = Tдоп,

(27)

Рис. 4. Результаты расчёта оптимального процесса нагрева с учётом ограничений на максимально  
допустимые температуру и термонапряжение: 

а – изменение частоты вращения в процессе нагрева; б – температурный профиль по сечению заготовки в конце процесса на-
грева; в – температуры в центре и на поверхности заготовки в процессе оптимального нагрева; г – термонапряжения в центре  

и на поверхности заготовки в процессе оптимального нагрева

а) б)

в) г)

(28)
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на соответствующих участках оптимальных 
программ изменения частоты вращения заго-
товки в (27).

Как и в предыдущих случаях в первом при-
ближении управления f T(τ) и f σ(τ), стабилизиру-
ющие температуру и термонапряжение на задан-
ном уровне, представляются экспоненциальными 
законами изменения во времени. Тогда вместо 
(27) получим более простой вариант алгоритма 
управления:

После проведения оптимизационной процеду-
ры было получено изменение частоты вращения 
заготовки, представленное на рис. 4, а. Минимакс 
ε(2)

min составил 0,36 ° С.
На рис. 4, б представлен результат расчёта 

температурного распределения по сечению за-
готовки по окончании процесса. На рис. 4, в, г 
приведены временные зависимости температур 
и термонапряжений в центре заготовки и на по-
верхности в течение оптимального процесса на-
грева с учётом ограничения на температуру и тер-
монапряжение.

В данной статье рассмотрена инновацион-
ная технология процесса индукционного нагрева 
алюминиевых заготовок перед прессованием пу-
тём их вращения в магнитном поле постоянного 
тока. При помощи численного моделирования 
был проведён анализ поведения температурных 
полей и полей термонапряжений при различных 
режимах нагрева [9].

Для учёта дополнительных требований к со-
стоянию нагреваемых изделий в процессе тер-
мообработки сформулированы и решены задачи 
оптимального управления с учётом ограничений 
как на максимально допустимую температуру, 
так и на термонапряжения, введение которых 
позволяет обеспечивать требуемое качество на-
грева при максимальной производительности 
технологического комплекса. Была разработана 
специальная процедура оптимизации, позволяю-
щая осуществлять поиск оптимальных значений 
параметров алгоритмов управления [10].

Полученные оптимальные алгоритмы управ-
ления приводят к повышению эффективности 
индукционных нагревателей за счёт сокращения 
общего времени нагрева и отсутствии брака бла-
годаря учёту технологических ограничений.

Работа выполнена при поддержке фонда DAAD  
имени Л. Эйлера, в рамках госконтрактов Федерального 
агентства по образованию на проведение поисковых НИР  
№ П231, П1448, П2090

(30)
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УДК 656.025.4.6

И.А. Русинов, Н.Ю. Барышникова

ФОРМАЛИЗАЦИЯ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕРАБОТКИ  
КОНТЕЙНЕРНЫХ ГРУЗОВ

Контейнерные перевозки являются наиболее 
удобным и экономичным способом транспорти-
ровки грузов. Конструкция грузового контейнера 
обеспечивает сохранную перевозку грузов в лю-
бой комбинации морских, речных и сухопутных 
видов транспорта. При этом интенсифицируются 
процессы переработки грузов, минимизируются 
затраты в транспортных узлах, упрощается мони-
торинг. Основным транспортным узлом в контей-
нерных перевозках является специализированный 
контейнерный терминал. На терминале осущест-
вляется переработка грузов, прибывающих на 
морских и речных судах в импорте, а также – по 
железной дороге и автомобильным транспортом 
в экспорте.

Неотъемлемой частью специализирован-
ного терминала являются каналы переработки 
грузов, которыми в частных случаях являются 
морские или речные причалы. При разработке 
и эксплуатации терминалов возникает необхо-
димость определения показателей качества про-
цессов переработки грузов, характеризующих 
среднее время ожидания судов и среднее время 
пребывания судов на терминале, а также пропор-
циональных этим показателям – средних значе-
ний числа судов, находящихся в очереди или на 
терминале. Указанные показатели характеризуют 
качество услуг, т. к. ожидание в очереди приво-
дит к существенным потерям для транспортных 
компаний. В результате, несмотря на увеличение 
грузооборота, излишнее увеличение коэффици-
ента загрузки каналов становится экономически 
нерентабельным. При этом величина убытков 
возрастает с увеличением числа судов, простаи-
вающих в ожидании освобождения каналов.

В настоящее время широкое распространение 
получили детерминированные модели перера-
ботки грузов. При использовании детерминиро-
ванных моделей предполагается, что прибытие к 
терминалу морских или речных судов представ-
ляет собой регулярный поток событий, в кото-
ром прибытия следуют одно за другим строго по 
графику через одинаковые промежутки времени. 

Однако детерминированные модели не отражают 
специфику функционирования специализирован-
ных терминалов. В действительности моменты 
прибытия судов к терминалу – нерегулярные по-
токи событий. 

Процессы, протекающие при обработке судов, 
переходят из одного состояния в другое в случай-
ные моменты времени. При этом меняется число 
судов, находящихся в очереди и число занятых 
каналов. Переход процессов из одного состояния 
в другое происходит в моменты когда либо новое 
судно подходит к терминалу, либо освобождается 
один из каналов. Система содержит n+1 счётное 
множество состояний: Е0, Е1, Е2, …, Еn, где n –  
число судов, находящихся в системе, т. е. учиты-
ваются как суда, находящиеся в очереди, так и 
суда, которые находятся в обработке. 

Как известно, суммарный поток моментов 
прибытия морских или речных судов к терминалу 
можно рассматривать как сумму потоков судов, 
принадлежащих различным компаниям и достав-
ляющих различные грузы.

В то же время известно, что при взаимном 
наложении большого числа ординарных стацио-
нарных потоков с практически любым последей-
ствием получается поток, сколь угодно близкий 
к стационарному пуассоновскому (простейшему) 
потоку. Будем также считать, что время обра-
ботки судна подчиняется показательному закону 
распределения.

Принятые допущения о пуассоновском по-
токе прихода судов и показательном распределе-
нии времени обработки контейнерных грузов по-
зволяют использовать для описания процессов в 
контейнерных терминалах аппарат массового об-
служивания. Применение аппарата массового об-
служивания позволяет описать процесс обработки 
судов в контейнерном терминале с помощью ли-
нейных дифференциальных уравнений и предста-
вить выражения для вероятностных показателей 
качества процессов в аналитической форме. Од-
нако применение существующих моделей массо-
вого обслуживания для определения вероятност-


