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УДК 620.9 

В.В. Соловьев, И.О. Шаповалов, В.В. Шадрина  

ПЛАНИРОВАНИЕ ТРАЕКТОРИИ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА                                  
С ПРИМЕНЕНИЕМ ДИАГРАММЫ ВОРОНОГО

* 

Целью работы является решение задачи планирования перемещения подвижного объекта 
в среде с априорной неопределенностью с применением диаграммы Вороного. Для решения зада-
чи выполнен анализ зарубежных работ в результате которого установлено, что планирование 
перемещения подвижного объекта в среде с неопределенным расположением препятствий 
вычислительно затратный процесс. В результате предложен алгоритм картографирования 
среды на базе информации с локатора, установленного на подвижном объекте, позволяющий 
решать задачу планирования траектории в реальном времени. Показаны этапы алгоритма 
кластеризации координат и определения принадлежности к препятствию. Предложен вари-
ант анализа кластеров координат через пересечение многоугольников. Рассмотрена процедура 
анализа данных сенсора при совпадении информации с данными в базе координат. Рассмотрены 
базовые режимы движения подвижного объекта в среде: движение между препятствиями, 
движение слева и справа от препятствий, движение без препятствий. Показан механизм обхо-
да препятствий на базе приращения координат крайних точек принадлежащих одному объек-
ту. Рассмотрено движение между препятствиями по ребру диаграммы Вороного, соответст-
вующего случаю неполной дорожной карты. Проведены модельные эксперименты для некото-
рых базовых режимов, в случае расположения препятствия рядом с целью и случая равномерно-
го расположения препятствий в среде. Полученные результаты свидетельствуют об эффек-
тивности предложенных алгоритмов для решения задачи безопасного перемещения подвижно-
го объекта в среде с препятствиями. 

Планирование траектории; диаграмма Вороного; картографирование среды; авто-
номные подвижные объекты. 

V.V. Soloviev, I.O. Shapovalov, V.V. Shadrina  

PLANNING OF THE PATH MOBILE OBJECT USING                                                   
THE VORONOI DIAGRAM 

The aim of the paper is to solve the problem of a vehicle motion planning in the environment with 
a priori uncertainty using a Voronoi diagram. For the problem solution, the analysis of some repre-
sentative papers was carried out and confirmed that the vehicle motion planning in the environment 
with uncertain location of obstacles is a computationally expensive process. As a result, an algorithm 
for the environment mapping on the basis of data from the range finder mounted on the vehicle was 
proposed. This algorithm allows solution the problem of path planning in real time. The steps of the 
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coordinate cauterization and linking with obstacles algorithm are presented. The modification of the 
coordinate cluster analysis using the intersection of polygons is proposed. A procedure of the sensor 
data analysis for the case of this data coincidence with the data in the coordinate database is consid-
ered. We also considered the following basic modes of the vehicle motion in the environment: the motion 
between the obstacles, the motion on the left and on the right of obstacles, the motion without obstacles. 
The approach to obstacle avoidance based on the adding of coordinates of extreme points belonging to 
the same object is shown. The motion between the obstacles along the edge of the Voronoi diagram 
corresponding to the case of incomplete road map is considered. Simulation of some basic modes was 
carried out for the cases when the obstacle location is next to a goal and the obstacles are uniformly 
located in the environment. The obtained results approve efficiency of the proposed algorithms for solv-
ing the problem of the safe vehicle motion in the environment with obstacles.  

Planning of a path; Voronoi diagram; mapping of the environment; independent mobile objects. 

Введение. Методы планирования траекторий автономных подвижных объектов 

можно разделить на две большие группы: интеллектуальные и графо-аналитические.         
К первой группе методов можно отнести методы на основе нейросетевого подхода и 

нечеткой логики [1–4]. Ко второй группе методов можно отнести метод потенциаль-

ных полей, методы с применением диаграмм Вороного, методы с учетом инерцион-

ных свойств подвижного объекта [5–7]. В каждом из методов второй группы в той или 

иной мере используются теория графов и аналитическая форма описания законов пе-

ремещения подвижных объектов, поэтому их можно называть графо-аналитическими. 

Исследование графо-аналитических методов представляет научный интерес из-за того, 

что они, как правило, являются базовыми для разработки более сложных комбиниро-

ванных методов, позволяющих расширить возможности базовых методов и организо-

вать безопасное перемещение подвижного объекта в средах с априорно неизвестным 

расположением препятствий. Диаграммы Вороного для решения задачи планирования 

траектории в среде с априорной неопределенностью стали применяться сравнительно 

недавно. Это связано с тем, что реализации таких алгоритмов были вычислительно 

неэффективными из-за большого объема геометрических расчетов. Авторами предла-

гается алгоритм картографирования среды для уменьшения вычислительной нагрузки 

и метод планирования траектории подвижного объекта в среде с априорно неизвест-

ным расположением препятствий с применением диаграммы Вороного. 
Постановка задачи. Необходимо организовать перемещение подвижного объ-

екта (ПО) в среде с препятствиями из точки А(x0, y0) в точку B(x1, y1). Априорная 

информация о расположении и форме препятствий отсутствует. Сенсорная подсис-

тема ПО представляет собой впередсмотрящий локатор ограниченной дальности 

действия. Локатор периодически во времени формирует набор интенсивностей от-

раженных лучей. Угол раскрытия диаграммы локатора от -45 до +45 градусов от 

продольной оси ПО и дальность – 5 м. В качестве ПО рассматривалась колесная те-

лежка с моделью из [8], а в качестве регулятора - позиционный регулятор из [9].  
Для анализа эффективности разработанного метода необходимо реализовать 

планировщик перемещения ПО совместно с позиционным регулятором в среде 

MatLab. На каждом шаге моделирования планировщик должен формировать же-

лаемые требования к траекториям в пространстве рабочих координат в виде коэф-

фициентов линейных и квадратичных форм [9]. 
Обзор известных решений применения диаграмм Вороного для плани-

рования траекторий. Диаграмма Вороного – это разбиение плоскости с n точками 

(называемыми центрами) на множество выпуклых многогранников (называемых 

ячейками) таким образом, что каждый из них содержит один центр и любая точка 

внутри данного многогранника ближе к своему центру, чем к любому другому. 

Рассмотрим множество точек S и некоторую точку p. Для точки p ячейка диаграм-

мы Вороного является пересечением полуплоскостей, образованных серединными 

перпендикулярами отрезков [p, s] и содержащих точку p. 



Раздел I. Автоматика и управление 

 31 

Согласно [10] классические геометрические подходы к построению траекто-
рий могут быть разделены на две основные группы: метод разбиения на ячейки 
[11], метод дорожной карты [12].  

В методе разбиения на ячейки при описании свободного для движения про-
странства (Cf) используются непересекающиеся ячейки. Разбиение может быть точ-
ным либо приближенным. При приближенном разбиении пространство разбивается 
до тех пор, пока каждая ячейка не окажется полностью в свободном пространстве Cf, 
либо полностью внутри препятствия. Процесс рекурсивного деления останавливает-
ся по достижении заданной точности. Точное разбиение на ячейки работает быстрее 
приближенного, но получаемые траектории имеют большую длину. 

В рамках метода дорожной карты [12] описание связности свободного для 
перемещения пространства производится с помощью графов. Данный метод имеет 
несколько вариаций, из которых самой распространенной является вероятностный 
метод дорожной карты [13].  

Также широко применяются методы дорожной карты на основе таких струк-
тур, как граф видимости для поиска кратчайшего пути и диаграммы Вороного для 
поиска наиболее свободного пути.  

Если сравнить вычислительную сложность последних двух алгоритмов, то 
можно сделать вывод, что диаграмма Вороного строится за O(nlogn) тактов при n 
узлах сети, в то время как построение графа видимости займет не более O(n2) так-
тов на той же карте. 

Указанный недостаток может быть устранен путем применения специальных 
методов сглаживания траектории [14]. В статье [6] авторы объединили диаграмму 
Вороного, граф видимости и метод потенциальных полей для достижения компро-
мисса между самой безопасной и кратчайшей траекторией. Получаемый путь хотя и 
короче пути, получаемого только на основе диаграммы Вороного, не оптимален. 

Поскольку построение диаграммы Вороного по множеству многоугольников 
– сложный и затратный по времени процесс, авторы работы [15] аппроксимирова-
ли препятствия в виде многоугольников точками на их ребрах и построили диа-
граммы по этим точкам. Те ребра, которые пересекали препятствия, были удалены. 
Сначала была создана триангуляция Делоне [16], а затем по ней построена диа-
грамма Вороного за O(n) тактов. 

Для создания триангуляции Делоне использовался случайный инкрементный 
алгоритм, позволяющий добавлять новые точки без изменения всей триангуляции.  

Процесс построения начинается с создания треугольника, включающего все ап-
проксимирующие точки, причём угловые точки этого треугольника не должны лежать 
внутри окружностей описывающих внутренние треугольники триангуляции. После 
построения общего охватывающего треугольника, точки добавляются в триангуляцию 
друг за другом. Необходимые топологические изменения производятся вслед за каж-
дым добавлением точки с целью сохранения свойств триангуляции Делоне. 

Следующим шагом после построения триангуляции Делоне в работе [15] яв-
ляется генерация дорожной карты, с добавлением в триангуляцию начальной и 
целевой точки. Дорожная карта генерируется путем удаления тех ребер диаграммы 
Вороного, которые удалены от препятствий менее чем на удвоенный радиус безо-
пасности (2Cmin). Однако если при создании диаграммы Вороного использовать 
только точки препятствий, полученная дорожная карта будет неполной.  

На рис. 1 показаны неполная (а) и полная (б) дорожные карты. Задачу полу-
чения полной дорожной карты можно решить, если построить для вершин препят-
ствия охватывающую рамку и расширить ее не меньше, чем на 2Cmin, во всех на-
правлениях. Затем строится диаграмма Вороного по точкам, аппроксимирующим 
препятствия и по окружающим рамкам. На основе такой диаграммы Вороного по-
лучается полная дорожная карта, участок которой показан на рис. 1,б. 
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                   а                                                                                     б 

Рис. 1. Неполная и полная дорожная карты 

Кратчайший путь по полученной полной дорожной карте может также суще-

ственно отличаться от оптимального из-за выпуклости препятствия. Чтобы решить 

эту проблему, аппроксимирующие точки описывающей рамки стягиваются к бли-

жайшей точке препятствия на расстояние не менее 2Cmin [15]. Диаграмма Вороного 

строится по аппроксимирующим точкам препятствия и точкам на стянутой рамке. 

При необходимости задать новые начальную и целевую точки, предыдущие на-

чальная и целевая точки удаляются из триангуляции динамически.  
Авторы работы [15] предложили простой подход для уменьшения длины 

кратчайшего пути по дорожной карте. Для вершины vi на пути (i={1,…,n-2}) про-

веряется, имеет ли отрезок 2ii vv  расстояние до ближайшего препятствия мень-

ше или равное Cmin. Если условие выполняется, то вершина vi+1 удаляется из крат-

чайшего пути и процесс поиска продолжается. После завершения процесса 

уменьшения длины пути производится процедура сглаживания траектории с по-

мощью точек Штейнера [17]. 
В целом, предложенный метод позволяет получить траекторию, оптималь-

ную с точки зрения безопасности и длины. Данный метод, из-за наличия несколь-

ких итерационных алгоритмов, имеет низкую вычислительную эффективность, а 

логика выбора параметра Cmin неочевидна.  
В работе [18] для построения диаграммы Вороного используется алгоритм 

расширения границ. Хотя данная работа и направлена на исследование карты ме-

стности, а не на перемещение к целевой точке, некоторые подходы из нее могут 

быть использованы для успешного обхода препятствий. 
Существуют подходы, не просто комбинирующие диаграммы Вороного с 

другими методами, а модифицирующие саму диаграмму, в частности, метод пла-

нирования траектории мобильного робота в неизвестной среде на основе обоб-

щенного графа Вороного [19]. 
Алгоритм картографирования среды. Данные от локатора в необработан-

ном виде не позволяют построить диаграмму Вороного без привлечения достаточ-

но объёмных вычислений. Действительно, на каждом этапе движения ПО множе-

ство координат получаемых с локатора, без серьезной обработки, не позволяют 

оценить принадлежность координат разным препятствиям и их расположение от-

носительно ПО.  
В связи с этим, для эффективного планирования движения в условиях неоп-

ределенности, необходимо выполнять картографирование местности, которое 

должно выполняться в одном темпе с процессом движения ПО. 
Наиболее простым, но и наименее эффективным подходом является сохране-

ние всех данных с локатора и полный перебор координат для анализа принадлеж-

ности точек тем или иным препятствиям. Однако по мере накопления информации 

необходимо оперировать большими объемами данных, что не позволяет удовле-
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творить требованию одновременного картографирования и организации движения 

ПО. Суть процесса картографирования, предлагаемого в данной работе, иллюст-

рируется рис. 2. В процессе картографирования можно выделить несколько этапов. 
Этап 1. Получение данных с локатора и объединение координат в кластеры, 

путем анализа расстояний между точками в процедуре полного перебора и парал-

лельным устранением избыточности, путем удаления координат точек с нормой 

||r||< от соседних точек (см. рис. 3). В результате получается массив ячеек с коор-

динатами объектов находящихся в поле зрения ПО. 

Данные локатора

Объект 1*

Объект 2*

Объект 3*

Объект i*

Объект n*

Объект 1 Объект 2 Объект 3 Объект j Объект k

Массив ячеек с 

координатами текущей 

обстановки

Объединение 

координат в кластеры

Полный массив 

ячеек с 
координатами всех 

известных объектовОбъект 1*

Объединение всех

известных данных

Анализ связей 

объектов

Объект 1 Объект 2 Объект 3 Объект j Объект k
База

ячеек с координатами 

всех известных 

объектов

Объект 2* Объект 3* Объект i* Объект n*

Объект 1* Объект 2*
 

Рис. 2. Пояснение процесса картографирования 

- координаты со сканера;
- избыточная информация.  

Рис. 3. Устранение избыточности информации 

Этап 2. Объединение массива ячеек с координатами объектов в поле зрения 

ПО и базы ячеек с координатами всех известных объектов. 
Этап 3. Анализ связей для слияния кластеров координат, принадлежащих од-

ному или разным объектам, не позволяющим выполнить движение ПО между ними.  
Рассмотрим, как согласуется информация, поступающая с локатора, с уже 

имеющейся информацией в базе ячеек координат всех известных объектов, что ото-

бражено на рис. 4. В случае рис. 4,а координаты точек, полученных с локатора и 

принадлежащие одному объекту, пересекаются с имеющимися координатами в базе. 
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- координаты полученные ранее;
- текущие координаты со сканера.  

                                 а                                                                      б 

Рис. 4. Возможные варианты взаимного расположения новых и известных 

координат объекта 

В случае, показанном на рис. 4,б, новые и известные координаты точек, при-

надлежащие одному объекту, не пересекаются. 
Для уменьшения вычислительных затрат и устранения полного перебора ко-

ординат этап 3 необходимо выполнять в две стадии. Для слияния информации в 

первом случае (рис. 4,а), для каждого объекта из полного массива ячеек строится 

многоугольник и ищется их попарное пересечение, которое можно выполнить с 

помощью алгоритма Уайлера–Атертона [20] или алгоритма Бентли–Оттмана [21]. 

Если у пары многоугольников имеется хотя бы одна общая точка, то два кластера 

координат объединяются. Для слияния информации во втором случае (рис. 4,б), 
можно воспользоваться особенностью представления информации локатором: в 

массиве координат данные располагаются слева направо. Таким образом, в масси-

ве ячеек с координатами текущей обстановки, координаты каждого объекта распо-

ложены слева направо. Следовательно, достаточно сравнить нормы расстояний 

между крайними координатами в каждой паре кластеров и определить принадлеж-

ность одному или разным объектам, что показано на рис. 5. 
После выполнения третьего этапа данные базы координат всех известных 

объектов обновляются.  
Устранение полного перебора координат в больших массивах данных делает 

данный алгоритм вычислительно эффективным и позволяет использовать его в 

режиме реального времени при планировании движения ПО. 

 
Рис. 5. Иллюстрация анализа кластеров координат принадлежащих одному 

объекту 

Алгоритм планирования с применением диаграммы Вороного. Для реа-

лизации алгоритма планирования траекторий ПО, рассмотрим режимы движения в 

среде с препятствиями, показанные на рис. 6. 
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а – движение справа от препятствий б – движение слева от препятствий 

     

в – движение между препятствиями г – движение без препятствий 

Рис. 6. Режимы движения в среде с препятствиями 

Режим движение без препятствий организуется в случае если в поле зрения 

ПО препятствий нет. Движение к цели в этом случае может быть организовано 

путем назначения для цели притягивающего потенциала, как в методе потенци-

альных полей [5]. 
Рассмотрим организацию режимов движения справа или слева от препятст-

вий. После определения местоположения препятствия и выявления ближайшего к 

ПО, выбирается крайняя точка препятствия. Движение слева от препятствия пока-

зано на рис. 7. При обходе i-го препятствия слева, выбираются координаты (x, y) 
первой точки из i-го кластера, при обходе справа – координаты последней точки. 

Задается приращение координат (x+γ, y-γ) и (x-γ, y+γ). 

γ
γ

(x, y)

- ПО

(x’, y’)

 
Рис. 7. Движение слева от препятствия 

Из двух полученных точек выбирается максимально удаленная точка от пре-

пятствия (x’, y’) и ПО направляется в неё. Таким образом, обеспечивается безопас-

ный обход препятствия. 
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На рис. 8 демонстрируется режим движение между препятствиями – показа-

ны K-1, K, K+1 шаги. Движение в этом режиме можно представить в виде после-

довательности трёх этапов. 
Этап 1. Поиск координат ближайших точек (x1, y1), (x2, y2) препятствий к ПО. 
Этап 2. Поиск координат (x0, y0) середины отрезка, соединяющего ближай-

шие точки.  
Этап 3. Движение к точке (x0, y0). 

Шаг K-1 Шаг K Шаг K+1

(xo, yo) (xo, yo) (xo, yo)

(x1, y1)

(x2, y2)

(x1, y1)
(x1, y1)

(x2, y2)
(x2, y2)

 
Рис. 8. Движение между препятствиями 

На каждом шаге точка (x0, y0) принадлежит общему ребру двух многоуголь-

ников диаграммы Вороного, содержащих каждое из препятствий, что соответству-

ет случаю неполной дорожной карты, т.к. ПО движется в условиях априорной не-

определенности. Для повышения гладкости траектории в этом режиме можно ор-

ганизовать движение ПО по дуге окружности.  
Исследование планировщика перемещения ПО. Разработанные алгоритмы 

реализованы в среде MatLab. Исследовалось движение из точки (0, 0) в точку 

(20, 20). Препятствия представлялись окружностями единичного радиуса. Резуль-

таты моделирования представлены на рис. 9. Исследовался режим движения меж-

ду препятствиями (а), режим движения слева (б) и справа (в) от препятствий, си-

туация близкого расположения препятствия к цели (г), ситуация в среде с равно-

мерно расположенными препятствиями (д). 
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Рис. 9. Результаты моделирования перемещения ПО 

Анализ результатов показывает, что при отсутствии картографирования сре-

ды при наличии в среде нескольких препятствий авторам не удалось организовать 

движение ПО в реальном времени из-за высоких вычислительных затрат. Предва-

рительное картографирование среды существенно повышает эффективность, так 

как может выполняться в темпе с процессом планирования. Все основные режимы 

движения ПО были успешно реализованы. При этом минимальное расстояние ме-

жду датчиком робота и любым препятствием вдоль траектории во всех примерах 

не менее 0,44 и средняя скорость ПО – 1,19 м/с. 
Выводы. Результаты анализа полученных данных показали, что в отличие от 

работ [12, 15, 17] картографирование среды с целью уменьшения неопределенности, 

позволяет реализовать планировщик перемещения подвижного объекта с примене-

нием диаграмм Вороного с низкими вычислительными затратами. Приведенный 

алгоритм картографирования может выполняться в едином темпе с процессом пла-

нирования и также может использоваться для решения задач исследования среды с 

помощью подвижных объектов. Сравнение результатов,  с результатами метода по-

тенциальных полей из работы [22], показывает, что применение разработанного ал-

горитма обеспечивает высокую безопасность перемещения при большей скорости 

движения ПО, при этом увеличении длины траектории не превышало 10 %. 
В дальнейшем авторами планируется реализация режима движения вдоль 

препятствий и модификация для организации пространственного движения ПО. 
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УДК 519.7 

А.С. Мельниченко, В.А. Шель, С.В. Кирильчик 

АНАЛИЗ ВОЗМОЖНОСТЕЙ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ПРИМЕНЕНИЕ 

РЕГУЛЯТОРОВ ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ КВАДРОКОПТЕРОМ
* 

Актуальность данной статьи обосновывается тем, что прогресс в области микроэлек-

троники и вычислительной техники сделал возможным производство малоразмерных беспи-

лотных летательных аппаратов, которые могут быть дешевыми в производстве и простыми 

в эксплуатации в случае массового производства. Надежность и гибкость являются основными 

преимуществами робототехнических систем, и использование беспилотного летательного 

аппарата (БПЛА) открывает широкие перспективы для беспилотной авиации. Целью написа-

ния данной статьи является исследование адекватности описания физических воздействий на 

объект и применение типовых регуляторов для управления квадрокоптером. Решение задачи 

управления квадрокоптером, как беспилотным летательным аппаратом (БПЛА) преимущест-

венно осуществляется методами классической теории автоматического управления. Система 

управления строится на основе известной математической модели и регулятора. Решение 

этой задачи будет успешным, если обеспечивается глобальная асимптотическая устойчивость 

замкнутой системы управления, что не всегда обеспечивается либо из-за отсутствия адек-

ватной математической модели, либо из-за неудачно подобранного регулятора. Решение зада-

чи управления полётом квадрокоптера в данной статье осуществлено следующим образом. 

Рассмотрены аспекты автоматического управления БПЛА - регулирование и ориентация в 

пространстве. Приведён вывод математической модели квадрокоптера на основе формализма 

                                                           
* НИР 213.01-07-2014/02ПЧВГ Разработка методов многокритериальной оптимизации па-

раметров гибридных адаптивных интеллектуальных регуляторов плохо формализованных 

технических объектов 
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