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Аннотация. Рассмотрена задача распознавание простейших геометрических объектов на 
монохромном изображении, на основе интегрального преобразование пространства изображе-
ния в пространство параметров объекта. Проведён анализ свойств интегрального преобразо-
вания Радона. Преобразование Радона обобщено на случай интегрирования по параметричес-
ки заданной кривой и по дискретному набору точек растрового образца. Приведены алгоритмы 
поиска простейших объектов на изображении.

Ключевые слова: монохромное изображение, преобразования Радона, растровый об-
разц.

Abstract. The problem of the binary image primitives’ recognition, based on an integral 
transform of the image space into the object parameter space, is considered. The analysis of the 
integral Radon transform properties is lead. The Radon transform is generalized in the case of the 
integration along a parameterized curve and on a discrete set of points of a raster pattern. The 
algorithms and software of image primitives’ recognition are presented.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача распознавания простейших геомет-
рических объектов на двумерном изображении 
имеет большое значение для различных отрас-
лей знаний и многих технических приложений. 
В последние годы получил развитие метод, ос-
нованный на интегральных преобразованиях 
пространства изображения в пространство па-
раметров объекта, позволяющий идентифици-
ровать простейшие объекты на исходном изоб-
ражении. Данный метод основан на применении 
преобразования Радона [1], сопоставляющего 
функции f в исходном пространстве функцию 
на множестве плоскостей, задаваемую интегра-
лами от f вдоль этих плоскостей. Были развиты 
многочисленные варианты преобразований, 
являющиеся модификацией или обобщением 
данного подхода [2]. В настоящей работе пред-
ставлен математический аппарат программной 
оболочки для распознавания простых плоских 
геометрических объектов, алгоритмы которой 
основаны на интегральных преобразованиях 
Радона. 

1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ РАДОНА 

Существует несколько тождественных оп-
ределений преобразования Радона [1], [2]. 
Простейшее из которых: если в пространстве 
двух переменных задана функция f(x,y), то
интегральное преобразование Радона вдоль 
линии y=kx+b имеет вид: 
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где d( )x  — дельта-функция Дирака. Параметры 
линии b и k образуют пространство данного 
интегрального преобразования. 

В соответствии с определением (1) преобра-
зование Радона линейно. Таким образом, если 

j= Â( , ) ( , )i ii
f x y c x y , то преобразование Радона 
имеет вид

j= Â[ ]( , ) [ ]( , ).i ii
R f k b c R k b  (2) 

Анализ графических изображений на плос-
кости требует выполнения ряда стандартных 
операций, таких как: сдвиг начала отсчета сис-
темы координат, масштабирование, поворот 
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системы координат, инверсия и т.п. По этой 
причине ниже, для справки, приведены общие 
свойства, связывающие выражения для преоб-
разования Радона от исходных функций и фун-
кций, подвергнутых указанным операциям.

Обозначим через ∫0 0 0
ˆ ˆ( ) ( , )D r D x y
�

 — оператор 
сдвига начала системы координат в плоскости 
x,y на вектор = +0 0 0r x i y j

� ��
. По определению 

= - -0 0 0
ˆ( ) ( , ) ( , )D r f x y f x x y y
�

. Явный вид опера-
тора сдвига в двумерном пространстве есть

 ( ) Ê ˆ∂ ∂= - ◊ — = - -Á ˜Ë ¯∂ ∂0 0 0
ˆ( ) exp exp .D r r x y

x y

�� �
 

Из определения (1), путем замены перемен-
ных в интеграле можно установить, что 

 = - +0 0 0
ˆ[ ( ) ]( , ) [ ]( , ).R D r f k b R f k b y kx
�

 (3)

Данный результат отражает тот факт, что при 
операции сдвига системы координат не проис-
ходит изменения угла наклона прямой k, а 
осуществляется лишь параллельный пере-
нос данной прямой. Так, для функции 

( )= - -2 2( , ) expf x y x y преобразование Радона 
имеет вид 
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Соответственно в сдвинутой системе коор-
динат имеем
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Если ввести оператор масштабирования 
a b a b=(̂ , ) ( , ) ( , )S f x y f x y , то путем замены пере-

менных в (1) можно установить равенство:

 
ba b b

a a
Ê ˆ= Á ˜Ë ¯

1ˆ[ ( , ) ]( , ) [ ] , .R S f k b R f k b  

То есть преобразование Радона от функции 
с масштабированными координатами совпада-
ет с уменьшенным в a  раз преобразованием 
Радона от исходной функции с заменой коэф-
фициента наклона b aÆ /k k  и коэффициента 

bÆb b . 
Оператор поворота плоской системы коор-

динат относительно начала координат на угол 

j0  имеет вид j j
j

Ê ˆ∂= -Á ˜∂Ë ¯0 0
ˆ( ) expT , где j  — 

угло вая переменная цилиндрической систе-
м ы  к о о р д и н а т .  П о  о п р е д е л е н и ю 

j =ˆ( ) ( , ) ( ', ')T f x y f x y , где j j= +' cos sinx x y , 
j j= - +' sin cosy x y . В результате 
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где a= tg( )k . Таким образом, связь выражений для 
преобразований Радона в исходной и повернутой 
системе координат определяется заменами в вы-
ражении для повернутой системы коорди-
н а т  с л е д у ю щ е г о  в и д а  a jfi +  ( ),k tg

a a jfi + cos( )/ cos( ) b b .  П р и  э т о м  о б щ е е 
в ы р а ж е н и е  н е о б х о д и м о  р а з д е л и т ь  н а 

j j a a j- ∫ +cos sin cos( )/ cos( )k b .
В общем случае преобразование Радона 

имеет многочисленные применения [1],[3]. В 
частном случае это преобразование представля-
ет интерес для распознавания геометрических 
объектов на двумерном изображении. Простей-
шим геометрическим объектом на плоскости 
является точка. Совокупность точек формируют 
кривую, элементарные формы которой, такие 
как прямая линия, окружность эллипс, парабо-
ла, гипербола и т.п. ниже именуются геометри-
ческими примитивами. Распознавание прими-
тивов на изображении позволяет развивать 
различные технологические приложения, такие 
как распознавание образов, символов, текстов, 
включая рукописные символы.

Выберем в качестве модели «изображения» 
точки с координатами 1 1( , )x y  на плоскости 
( x , y )  с и н г у л я р н у ю  ф у н к ц и ю  в и д а : 

d d= - -1 1( , ) ( ) ( )f x y x x y y . Преобразование Ра-
дона этой функции есть
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Условимся изображать значение модельной 
сингулярности в точке черной точкой. Соответс-
твенно совокупность таких сингулярных точек 
образуют представление линии. Таким образом, 
модельное изображение точки в плоскости (x,y) 
преобразуется в «изображение» линии 

 = + 1tg( )b a k y  (5)

в пространстве параметров (k,b) преобразова-
ния Радона. В (5) tg(a)= - x

1
.

Например, если координаты точки в системе 
координат (x,y) равны = =1 14, 3x y  (рис. 1), то 
уравнение (5) в пространстве (b,k) имеет вид:
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= - +4 3b k  (рис. 2). Рассмотрим данное преоб-
разование в системе координат ( ', ')x y , центр 
которой смещен в точку = =0 0( 2, 1)x y . Преоб-
разование Радона точки 1 1( , )x y  в данной систе-
ме приводит к уравнению прямой вида: 

= - +2 2b k . Если в данном уравнении произ-
вести замену Æ - +0 0b b y kx  в соответствии с 
(3), то получим выражение для преобразования 
Радона в плоскости (x,y): - + = - +1 2 2 2;b k k  
fi = - + 4 3b k b .

Выполним преобразование Радона для точ-
ки с координатами 1 1( , )x y  в исходной и повер-
нутой на угол j системах координат. В поверну-
той системе координат преобразование Радона 
приводит к появлению линии = - +¢ ¢1 1b x k y  в 
пространстве параметров (b,k). На основа-
нии (4) преобразование Радона в исходной 
системе координат приводит к уравнению пря-
мой вида:
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Преобразование Радона для системы двух 
точек 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y приводит к появлению в 
пространстве параметров (b,k) двух линий 

= - +1 1b x k y  и = - +2 2b x k y . В случае, если 
π1 2x x  данные прямые имеют конечную точку 

пересечения в пространстве параметров (b,k) с 
координатами
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Данная точка пересечения соответствует в 
плоскости (x,y) прямой линии, проходящей 
через точки 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y . Если на пиксель-
ном изображении точки не являются соседними, 

такие прямые будем называть виртуальными.
В случае =1 2x x в плоскости параметров 

(b,k) образуются две параллельные линии, оз-
начающие, что в плоскости (x,y) точки 1 1( , )x y  
и 1 2( , )x y  расположены на одной вертикальной 
прямой, уравнение которой есть: = 1x x .

Обобщением преобразования Радона для 
точки является преобразование для линии 

= +0 0y k x b , заданной в пространстве (x,y). В 
соответствии с определением и принятым мето-
дом изображения сингулярности исходная 
ф у н к ц и я  н а  п л о с к о с т и  и м е е т  в и д

d= - -0 0( , ) ( )f x y y k x b . В результате находим

 

d

d

d

• •

-• -•

•

-•

= - - ¥

¥ - - =

= - + -

Ú Ú

Ú

0 0

0 0

[ ]( , ) ( )

( )

(( ) ) .

R f k b y k x b

y kx b dxdy

k k x b b dx

 

Данный интеграл равен сингулярному зна-
чению только при условии = =0 0,   k k b b . Таким 
образом, преобразование Радона для линии 

= +0 0y k x b приводит к точке = =0 0,   k k b b  в 
пространстве параметров (b,k). Данное обстоя-
тельство использовано для построения алгорит-
мов распознавания линий на изображении [2]. 
Практически это означает, что если рассматри-
вать линию как совокупность точек, то исполь-
зуя преобразования Радона для точек линии в 
пространстве (x,y), в пространстве параметров 
преобразования Радона получим набор прямых 
имеющих единственную точку пересечения 

= =0 0,   k k b b . Данная точка однозначно иден-
тифицирует наличие прямой линии с этими 
параметрами на изображении.

Рассмотренное преобразование линии поз-
воляет сформулировать простейший алгоритм 

Рис. 1. Рис. 2.

Программная оболочка для поиска примитивов на изображении
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поиска прямых линий на изображении. Пусть 
задано пиксельное изображение размером 7*5 
(рис.3). Пронумеруем черные точки от 1 до 10. 
Каждой точке ( , )x y в пространстве параметров 
преобразования Радона (b,k) соответствует 
N=10 прямых линий = - +b yk x . 

Найдем все точки пересечения данных пря-
мых. Всего таких точек будет N(N-1)/2=45. С 
учетом выбранной системы координат (ось 
X — горизонтальная вправо, а ось Y вертикаль-
ная вниз, начало координат в левом верхнем 
углу изображения) (рис. 3), уравнение прямой 
будем писать в виде x=k*y+b. Точки пересече-
ния i-ой и j-ой кривой в плоскости (b,k) при 
заданном выборе системы координат (x-y) оп-
ределяются из выражений.

 
- -

= =
- -

;  .j i j i i j
ij ij

j i j i

x x y x y x
k b

y y y y
 (6)

Из 45-ти точек пересечений прямых линий 
в пространстве (b,k) подсчитаем число совпа-
дающих точек пересечения. В результате полу-
чится 6 повторений точки пересечения с коор-
динатами (k=1,b=1), 6 повторений точки (k=-1, 
b=9), три повторения точки (k=0,b=1). Осталь-
ные тридцать точек встретятся по одному разу. 
Шесть точек пересечения k=1,b=1соответствуют 
прямой линии x=y+1, проходящей через точки 
1,2,3,4 на плоскости (x-y) (рис. 3). Шесть точек 
пересечения k=-1, b=9, соответствуют прямой 
линии x=-k+9, проходящей через точки 4,5,6,7. 
Наконец, три повторения точки (k=0,b=1) со-
ответствуют линии х=1, проходящей через 
точки 8,9,10. Остальные точки пересечения 
соответствуют виртуальным прямым на исход-
ном изображении. Например, точка k=0, b=3 
соответствует прямой, которую можно провести 

через точки 2 и 6, однако на исходном изобра-
жении такой линии нет.

Изложенный способ идентификации линий 
на основе преобразования в пространство пара-
метров предложен Хафом [2] и по этой причине 
часто называется преобразованием Хафа. В 
настоящей работе в соответствии с изложенным 
примером реализован алгоритм Хафа опреде-
ления прямой линии на изображении, псевдо-
код которого можно представить в виде

Пусть W — ширина изображения в точках, 
H — его высота.

Инициализировать список найденных точек 
на изображении 

PointList := {Ø};
Инициализировать таблицу соответствия 

между точками пересечения двойственных 
прямых в пространстве параметров прямых и 
их числом:

CountMap := Map[Point, Count];
For x:= 0 to W-1 do
 For y := 0 to H-1 do
  if (точка с координатами (x,y) — 

«черная») then
  for (x

0
,y

0
) Œ PointList do

   Найти точку пересечения 
прямых:

 ( )= - +Ï
fiÌ = - +Ó

0 0
0 0

,
b yk x

b k
b y k x

 

Увеличить счётчик количества таких пара-
метров

CountMap [b
0
,k

0
]:= CountMap [b

0
,k

0
]+1;

  end for; end if; end for; end for.
Параметры прямых (b

0
,k

0
), для которых 

значение счётчика CountMap[b
0
,k

0
] максималь-

но принимаются за параметры обнаруженных 
на изображении прямых. 

Осуществить фильтрацию реальных прямых 
от виртуальных.

Изложенный алгоритм вводит вместо интег-
рального преобразования Радона его дискрет-
ный аналог 

 ª + DÂˆ[ ]( , ) ( ; ) ,i j m i m j
m

R f k b f x k x b x  

где = D = -,  0,1, 2.. 1;mx m x m M  a ,i jk b  — диск-
ретные значения параметров преобразования 
Радона. При задании дискретного преобразова-
ния возникает неопределенность с областью 
изменения параметров = Æmin maxk k k  и 

= Æmin maxb b b , которые в непрерывном преоб-Рис. 3.
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разовании Радона могут принимать произволь-
ные значения. Существуют различные схемы 
реализации дискретного преобразования, об-
суждение которых и анализ проблем можно 
найти в [4].

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАДОНА В 
НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ

В общем случае можно ввести преобразова-
ние Радона, которое имеет три параметра 

 d
• •

-• -•

= + +Ú Ú1 2 3 1 2 3
ˆ[ ]( , , ) ( , ) ( ) .R f k k k f x y k y k x k dxdy  

Очевидно, что задание трех параметров яв-
ляется излишним в случае прямой линии, поэ-
тому всегда можно установить какую-либо связь 
между этими параметрами, сводя параметриза-
цию к двумерной. В литературе наиболее упот-
ребительными являются два способа задания 
параметров преобразований. 

Первый способ означает следующий выбор 
параметров = = - = -1 2 31,   ,   k k k k b . Второй 
способ, который часто используется в томогра-
фии, астрономии и микроскопии [1], [4] осно-
ван на задании линии в так называемой нор-
мальной форме r q q= +cos sinx y . Данное 
равенство определяет линию s в плоскости x,y, 
проходящую через точку A ортогонально на-
правлению r  (рис.4). Уравнение такой линии 
есть:

 q r q= - +ctg( ) / sin .y x  

В этом случае параметры преобразования 
Радона определяются следующим образом 

q= -1 sin ,  k  q= -2 cos ,k  r=3 k . В результате 
преобразование Радона принимает вид

 

r q

d r q q
• •

-• -•

=

= - -Ú Ú

ˆ[ ]( , )

( , ) ( cos sin ) .

R f

f x y x y dxdy
 (7)

Преобразование (7) может быть задано так-
же в форме:

 

( )

( )

r q

r q q r q q
+•

-•

=

= - +Ú

ˆ[ ] ,

cos sin , sin cos .

R f

f s s ds
 (8)

Для того чтобы показать эквивалентность 
представлений (7) и (8) запишем (7) в виде:

 

( )

r q d
q

qr
q q

qr
q q q

r q q r q q

• •

-• -•

•

•
•

-•

= ¥

Ê ˆ¥ - + =Á ˜Ë ¯

Ê ˆ= - =Á ˜Ë ¯

= - +

Ú Ú

Ú

Ú

-

1ˆ[ ]( , ) ( , )
sin

1 cos
sin sin

1 1 cos
,

sin sin sin

cos sin , sin cos  ,

R f f x y

y x dxdy

f x x dx

f s s ds

 

где в последнем интеграле сделана замена пере-
менной: r q q= -cos sinx s . 

Представление преобразования Радона в 
форме (8) означает выполнение интегрирова-
ния по линии, проходящей через точку A (

r q r q= =cos ,   sinx y ), перпендикулярно ли-
нии ОA, где О — начало координат.

Из определения (7) следует, что r q =ˆ[ ]( , )R f
r q p= - +ˆ[ ]( , )R f  . Кроме того, можно установить 

связь (7) с (1), проинтегрировав (7) по y 

 

r q

qr
q q q

q r
q q q

•

-•

=

Ê ˆ= - =Á ˜Ë ¯

Ê ˆ= = - =Á ˜Ë ¯

Ú

ˆ[ ]( , )

1 1 cos
,

sin sin sin

1 cos 1ˆ[ ] , .
sin sin sin

R f

f x x dx

R f k b

 

Связь выражений для преобразования Ра-
дона в нормальной форме в исходной и повер-
нутой системах координат есть

 j r q r q j= -ˆ ˆˆ[ ( ) ]( , ) [ ]( , ).RT f R f  

Выберем в качестве модели изображения 
точки на плоскости (x,y) с координатами 0 0( , )x y  
с и н г у л я р н у ю  ф у н к ц и ю  ( ) =,f x y  

( ) ( )d d= - -0 0x x y y . Преобразование Радона в 
нормальной форме можно записать в виде (7)

 

( )

( ) ( )

( )
( )

r q

d d

d q q r

d q q r

+• +•

-• -•

=

= - - ¥

¥ + - =

= + -

Ú Ú 0 0

0 0

ˆ[ ] ,

cos sin

cos sin .

R f

x x y y

x y dxdy

x y

 

Рис. 4.

Программная оболочка для поиска примитивов на изображении
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Для координат точки в полярной системе 
r q r q= =0 0 0 0 0 0cos ,    sinx y , имеем

 ( )
( )( )

r q
d r q q r q q r

d r q q r

=
= + - =

= - -
0 0 0 0

0 0

ˆ[ ]( , )

cos cos sin sin

cos .

R f

 

Следовательно, преобразование Радона в 
нормальной форме для точечного источника 
представляет собой отрезок синусоиды в про-
странстве параметров линии интегрирования
( )r q, . При этом максимальное значение сину-
соиды соответствует значению r0 , а значение 
угла при котором синусоида максимальна — 
значению угла q0 .

Система N штук точек на плоскости изобра-
жения преобразуется в N синусоид в плоскости 
( r q, ). Точки пересечения пары синусоид оп-
ределяют параметры прямой, которую можно 
провести через две точки в плоскости изобра-
жения.

На рис. 5 представлено изображение точек 
r q p= =0 0( 5,  / 6)  и r q p= =0 0( 7,  / 3) , кото-

рым в пространстве параметров преобразования 
Радона r q( , )  соответствуют две синусоиды 
r q p= -1 5 cos( / 6)  и r q p= -2 7 cos( / 3) , точка 
пересечения которых определяется координа-
тами 

 
p pq Ê ˆ= - + + ªÁ ˜Ë ¯

ª

70 50
arctg cos

6 121 121 6
0, 2289529548...,

x  

 r r q r q= = ª1 2( ) ( ) 4, 784525282...x x x  

Данным значениям параметров в плоскости 
(x,y) соответствует прямая линия

 

r
q

q
= - + =

= - +

ctg( )
sin( )

(4, 291123827...) 21, 08111123...

x
x

x

y x

x
 

Таким образом, точки лежащие на одной 
прямой будут иметь одну общую точку пересе-

чения синусоид в пространстве парамет-
ров r q( , ) . 

Имеется ясно выраженная специфика для 
точек лежащих на прямой линии, проходящей 
через начало координат. Например, две точки 
r q p= =0 0( 5, / 3)  и r q p= =0 0( 7, / 3)  в про-

странстве параметров преобразования Радона 
r q( , )  п р и в о д я т  к  д в у м  с и н у с о и д а м 

r q p= -1 5 cos( / 3)  и r q p= -2 7 cos( / 3) . Точки 
пересечения этих синусоид лежат на оси r = 0
, то есть r = 0x , q p= - /6x . В этом случае, Цв 
пространстве (x,y) определяется прямая прохо-
дящая через две точки, уравнение которой 
имеет вид: p= * ctg( / 6)y x . Аналогично, если 
две точки лежат на оси x r q= =0 0( 5, 0)  и 
r q= =0 0( 5, 0) , то точка пересечения соответс-

твующих синусоид равна r = 0x , q p= /2x . 
Уравнение прямой в плоскости (x,y) будет иметь 
вид p= = ctg( / 2) 0y x . Наконец, если две точ-
к и  л е ж а т  н а  о с и  y  r q p= =0 0( 5, / 2)  и 
r q p= =0 0( 7, / 2) , то точка пересечения соот-

ветствующих синусоид равна r = 0x , q = 0x , что 
приводит к идентификации уравнения 

q q= - =sin cos 0x xy x  или x=0.
Если в плоскости (x,y) задана прямая в нор-

мальной форме (то есть прямая, проходящая 
через точку r q r q= =0 0 0 0 0 0cos ,  sinx y , ортого-
нально вектору r = +0 0 0ix jy

� ��
, уравнение кото-

рой есть: q r q= - +0 0 0ctg( ) / siny x , то изображе-
ние линии на плоскости (x,y) с использованием 
с и н г у л я р н ы х  ф у н к ц и й  и м е е т  в и д 

( ) ( )d q q r= + -0 0 0, cos sinf x y x y . В соответс-
твии с выражением (8) для преобразования 
Радона находим в этом случае

 

( )

( ) ( )( )

r q

r q q r q q

d r q q q q r

+•

-•
+•

-•

=

= - + =

= - + - -

Ú

Ú 0 0 0

ˆ[ ] ,

( cos sin , sin cos )

cos sin .

R f

f s s ds
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С л е д о в а т е л ь н о  д л я  ( )q q- π0sin 0 , 

( ) ( )r q q q= -0
ˆ[ ] , 1/ sinR f .  Соответственно, 

е с л и  r r= 0  и  q q p= +0 2 k , Œk Z  и м е е м 

( ) ( )r q d
+•

-•

= Úˆ[ ] , 0R f ds . Таким образом, в плос-

кости параметров преобразования Радо-
на, кроме сингулярного значения появляет-
ся конечное значение для функции преобра-
зования. 

Дискретная форма нормального преобразо-
вания Радона имеет видРис. 5.

С. А. Запрягаев, А. И. Сорокин
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где = + Dminms s m s , =, 0,1, 2, ...i j . При этом 

очевидно, что r£ £ +2 2
max max0 x y , q p£ £0 /2 . 

При условии, что изображение в плоскости 
( , )x y  н а х о д и т с я  в  п р я м о у г о л ь н и к е 

∏ ∏max max(0 , 0 )x y . [4].
Для преобразований Радона в нормальной 

форме  алгоритм нахождения прямых
r q q= +cos sinx y  на изображении формули-
руется следующим образом. Пусть бинарное 
изображение размером ¥m n точек задано зна-
чением «яркости» в каждой точке: ,i jg , 

= -0.. 1i m , = -0.. 1j n , причем =, 1i jg , если 
точка с координатами ( ),i j  является «черной», 
в противном случае =, 0i jg .

Значения параметра r рассматриваются в 

диапазоне от 0 до +2 2m n . Значения парамет-
ра q  рассматриваются в диапазоне от 0 до p2 . 
Для параметра q  вводится дискретное разбие-

ние: q q q= + D0i i , = -0.. 1i l , 
q q

q
-

D = max 0

l
. 

Аналогично для r  разбиение есть: r r r= + D0i i , 

= -0.. 1i k , 
r r

r
-

D = max 0

k
.

Вводится двумерный массив-«аккумулятор» 
A  размером ¥k l , первая компонента которого 
соответствует параметру r  искомой прямой, а 
вторая — параметру q . 

Алгоритм может быть записан в псевдо-
коде.

Инициализировать массив-аккумулятор A
нулями 

for x := 0 to m-1 do
 for y := 0 to n-1 do
 if (g[x,y]=1) then
  for j := 0 to l-1 do
  i := ( )q q r rÈ ˘+ - DÎ ˚0cos sin /j jx y
   if (0<=i and i<k) then
    A[i,j] := A[i,j]+1;
 end if; end for; end if; end for; end for;
Найти такие i

0
 и j

0
, для которых значение 

A[i
0
,j

0
] максимально. Параметры прямой: 

r r r= + D*
0 0i , q q q= + D*

0 0j  принимаются за 
параметры искомой прямой.

Данный алгоритм реализован в програм-
мной оболочке по поиску примитивов на изоб-
ражении.

3. ОБОБЩЕННОЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАДОНА

Преобразование Радона можно обобщить на 
случай интегрирования по кривой, заданной 

параметрически: ( )y x =. . 0x y
�

, где ( )x x x= 1, ..., m

�
 

— вектор параметров кривой

 ( ) ( ) ( )( )x d y x
+• +•

-• -•

= Ú Úˆ[ ] , , , .R f f x y x y dxdy
� �

 (9)

Одним из вариантов выбора кривой интег-
рирования является окружность. Пусть окруж-
ность радиуса r0 с центром в точке 0 0( , )x y  оп-

ределена  уравнением:  ( )y r =0 0 0, , , ,x y x y  

( ) ( )r= - - + -2 2
0 0 0x x y y . В таком случае 

преобразование Радона, выполняемое по ок-
ружности, представляет собой интегральное 
преобразование вида:
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( )

( ) ( )( )

r

d r

+• +•

-• -•

=

= ¥

¥ - - + -

Ú Ú

0 0 0

2 2
0 0 0

ˆ[ ] , ,
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R f x y

f x y
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 (10)

Данное выражение можно представить в 
виде контурного интеграла 

 
( )

( ) ( )r

r

= - + -

=

= Ú
2 22

0 0 0

0 0 0
ˆ[ ] , ,

( , ) .
x x y y

R f x y

f x y dxdy�  (11)

В ы п о л н я я  з а м е н у  п е р е м е н н ы х 
r j= +0 cosx x  и r j= +0 siny y , контурный 

интеграл (11) можно представить в виде

 

( )

( )
p

r

r j r j r j

=

= + +Ú

0 0 0

2

0 0 0 0 0
0

ˆ[ ] , ,

cos , sin .

R f x y

f x y d
 (12)

Выражения (10)—(12) определяют три раз-
личных способа задания преобразования Радо-
на по окружности.

Если точечный источник, помещенный в 
точку ( )* *,x y  задать сингулярной функцией: 

( ) ( ) ( )d d= - -* *,f x y x x y y , то преобразование 
Радона по окружности для рассматриваемого 
источника есть:

 
( )

( ) ( )
r

d r

=

Ê ˆ= - - + -Á ˜Ë ¯

0 0 0

2 2* *
0 0 0

ˆ[ ] , ,

.

R f x y

x x y y
 

Таким образом, точка в пространстве (x,y) , 
на основе преобразования Радона по окружнос-

Программная оболочка для поиска примитивов на изображении
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ти, представляет собой в пространстве парамет-
ров окружности ( )r0 0 0, ,x y  сингулярную функ-
цию, на поверхности конуса с вершиной в 
точке ( )* *, , 0x y . 

Если в плоскости (x,y) задана окружность с 
центром в  точке ( )0, 0  функцией вида 

( ) ( )d r= - +2 2
*,f x y x y , то преобразование 

Радона определяет бесконечный скачок в слу-
чае, когда x

0
=0, y

0
:=0, ρ

0
=ρ, т.е. в случае, когда 

параметры преобразования Радона совпадают 
с параметрами искомой окружности. 

Полученный результат позволяет сформу-
лировать следующий алгоритм поиска окруж-
ности на изображении, реализованный в насто-
ящем программном комплексе.

Пусть в плоскости (x,y) изображена окруж-
ность радиуса R с центром в точке ( *, *)x y . 
Каждой точке изображения в пространстве 
параметров r0 0 0( , , )x y  преобразования Радона 
по окружности соответствует коническая повер-
хность. Алгоритм поиска реальных параметров 
окружности может основываться на нахожде-
нии максимального числа одинаковых точек 
пересечения конических поверхностей для лю-
бой тройки из пары чисел ( , )i ix y Œ1, 2, 3i . Для 
определения общей точки пересечения трех 
конических поверхностей в пространстве пре-
образований Радона, соответствующих точкам 
( , )i ix y Œ1, 2, 3i  необходимо решить систему 
уравнений 

 

r

r

r

Ï = - + -
ÔÔ = - + -Ì
Ô
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2 2
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x x y y

x x y y

x x y y

 (13)

относительно переменных r0 0 0( , , )x y . Решение 
данной системы имеет вид 

После сканирования плоскости ( ),i j  изобра-
жения, точки пересечения конусов в пространс-
тве параметров преобразования Радона, имею-
щие максимальное число одинаковых координат 
однозначно идентифицируют окружности. 

Алгоритм, применяемый в данной работе для 
нахождения окружностей на изображении мож-
но сформулировать следующим образом. Пусть 
бинарное изображение размером ¥m n  точек 
задано значением «яркости» в каждой точке: ,i jg , 

= -0.. 1i m , = -0.. 1j n , причем =, 1i jg , если 
точка с координатами является «черной», в про-
тивном случае =, 0i jg . Для поиска окружности, 
заданной параметрами центра ( )0 0,x y , и радиу-
са r , параметры 0x  и 0y  рассматриваются соот-
ветственно в диапазонах от 0 до m-1 и от 0 до 
n-1. Ввиду затратности метода, параметр r  рас-
сматривается в заранее заданном диапазоне от 
rmin до rmax . Для параметров окружности ис-
пользуется следующее разбиение: r r r= + Dmini i , 

= -0.. 1i r , 
r rr -D = max min

r
. Вводится трехмер-

ный массив-«аккумулятор» A  размером 
¥ ¥m n r , первые две компоненты которого 

соответствуют координатам центра окружности 
( )0 0,x y , а третья — ее радиусу r . 

Алгоритм может быть представлен в псевдо-
коде.

Пусть С r( , , )x y  — дискретное множество 
точек, лежащее на окружности с центром в точ-
ке ( , )x y  и радиусом r . Данное множество точек 
может быть построено, например, с помощью 
метода Брезенхама [8] для построения дискрет-
ных окружностей.

Инициализировать массив-аккумулятор A
нулями 

for x := 0 to m-1 do
 for y := 0 to n-1 do
 if (g[x,y]=1) then
 for k := 0 to r-1 do
 for (I,j) таких, что ( ) С rŒ, ( , , )ki j x y  do
   A[I,j,k] := A[I,j,k]+1;
 end for; end for; end if; end for; end for;

Найти такие i
0
,j

0
,k

0
, для которых значение 

A[i
0
,j

0
,k

0
] максимально. Параметры: =*

0x i , 

=*
0y j r r r= + D*

min 0k  принимаются за пара-

метры искомой окружности.

2 2 2 2 2 2
1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2

0
1 2 3 2 3 1 3 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 3 2 2 2 1 1 3 3 3 2 2 1 1

0
1 2 3 2 3 1 3 1 2

2
0 0

( )( - ) ( )( ) ( )( )1
 ;
2 ( ) ( ) ( )

( ) ( - - ) ( - - )1
;

2 ( ) ( - ) ( )

( ) (i i

x y y y x y y y x y y y
x

x y y x y y x y y

x x y x y x x y x y x x y x y
y

x y y x y y x y y

x x yr

È ˘+ + + - + + -Î ˚=
- + - + -

+ - - + + + +
= -

- + + -

= - + 2
0) ;y-
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Аналогично преобразованию Радона по 
окружности можно определить преобразование 
по иным видам кривых, например по эллипсу. 

Зададим эллипс с центром пересечения 
главных осей в точке ( )0 0,x y  и уравнением:

 ( )
2 2

0 0
0 0 0 0 2 2

0 0

( ) ( )
, , , , , 1.

x x y y
x y x y a b

a b
y

- -
= + -  

Преобразование Радона, выполняемое по 
эллипсу есть: 

 

( )

( )

0 0 0 0

2 2
0 0

2 2
0 0

[ ] , , ,

,

( ) ( )
1 .

R f x y a b

f x y

x x y y
dxdy

a b
d

+• +•

-• -•

=

= ¥

Ê ˆ- -
¥ + -Á ˜Ë ¯

Ú Ú  (14)

Тогда для точечного источника, помещенно-
го в точку ( )* *,x y  ( ) ( ) ( )d d= - -* *,f x y x x y y  
преобразование Радона дает:

 

( )0 0 0 0

2 2
* 0 * 0

2 2
0 0

[ ] , , ,

( ) ( )
1 .

R f x y a b

x x y y
a b

d

=

Ê ˆ- -
= + -Á ˜Ë ¯

 (15)

Таким образом, точечный источник пред-
ставляет собой в 4-x мерном пространстве па-
раметров ( )0 0 0 0, , ,x y a b  источник, распре-
д е л е н н ы й  п о  п о в е р х н о с т и 

- + - - =2 2 2 2
* 0 0 * 0 0( ) / ( ) / 1 0x x a y y b . Алгоритм 

для нахождения эллипсов на изображении мо-
жет быть построен по следующей схеме. Пусть 
бинарное изображение размером ¥m n точек 
задано значением яркости в каждой точке: ,i jg , 

= -0.. 1i m , = -0.. 1j n , причем =, 1i jg , если 
точка с координатами ( ),i j  является «черной», 
в противном случае =, 0i jg . Для поиска эллип-
са, заданного параметрами центра ( )0 0,x y  как 
точки пересечения осей, и длинами осей a ,b , 
параметры 0x  и 0y рассматриваются соответс-
твенно в диапазонах от 0 до m-1 и от 0 до n-1. 
Ввиду вычислительной сложности метода, па-
раметры a  и b  рассматриваются в некотором 
заранее заданном диапазоне от mina до maxa  и от 

minb до maxb  соответственно. Для параметров эл-
липса задается их разбиение: = + Dminia a i a , 

= -0.. 1i p ,  
-D = max mina a

a
p

.  = + Dminib b i b , 

= -0.. 1i q , 
-D = max minb b

b
q

. Вводится четырёх-

мерный массив-«аккумулятор» A  размером 
¥ ¥ ¥m n p q , первые две компоненты которого 

соответствуют координатам центра эллипса 

( )0 0,x y , а третья и четвертая — параметрам 
,a b . 

Алгоритм может быть записан в псевдокоде.
Пусть ( , , , )E x y a b  — дискретное множество 

точек, лежащее на эллипсе с центром в точке 
( , )x y  и длинами осей a ,b . Такое множество 
точек может быть построено, например, с помо-
щью метода Брезенхама [8]

Инициализировать массив-аккумулятор A
нулями 

for x := 0 to m-1 do
 for y := 0 to n-1 do
 if (g[x,y]=1) then
 for s := 0 to p-1 do
 for t := 0 to q-1 do
 for (i,j) таких, что ( ) Œ, ( , , , )s ti j E x y a b  do
   A[i,j,s,t] := A[i,j,k]+1;

end for; end for; end for; end if; end for; end for;
Найти такие i

0
,j

0
,k

0
,l

0 
для которых значение 

A[i
0
,j

0
,k

0
,l

0
] максимально.

Параметры: =*
0x i , =*

0y j , = + D*
min 0a a k a , 

= + D*
min 0b b l b  принимаются за параметры ис-

комого эллипса.

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
ДЛЯ ОБНАРУЖЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 

ОБРАЗЦОВ НА ИЗОБРАЖЕНИИ

Рассмотрим преобразование Радона, обоб-
щенное на случай интегрирования по произ-
вольной кривой, заданной параметрически: 

( )y x =, , 0x y
�

, где ( )x x x= 1, ..., m

�
 — вектор пара-

метров кривой

 ( ) ( ) ( )( )x d y x
+• +•

-• -•

= Ú Ú[ ] , . . .R f f x y x y dxdy
� �

 (16)

Преобразование Радона (16) от точечного 
источника представляет собой кривую в про-
странстве параметров, определяемую уравне-
нием: 

 ( )y x =0 0, , 0.x y
�

 (17)

Основной идеей рассматриваемого преобра-
зования является пометка набора точек про-
странства параметров, удовлетворяющих урав-
нению (17), для каждой «черной» точки исход-
ного изображения ( )0 0,x y . При этом реализова-
но два подхода

1-й подход. Все n точек образца совпали с 
точками на изображении — (Мерлин-Фар-
бер)[5]

Пусть искомый образец задан набором n  
точек ( ),i ix y , = 1, ...,i n . Построим функцию 

Программная оболочка для поиска примитивов на изображении
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( )y x, ,x y
�

, где ( )x = ,u v
�

 — параметры «сдвига» 

образца, которая обращается в 0 в каждой точ-
ке ( )+ +,i ix u y v , = 1, ...,i n . Таким образом, 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , , ,

min , , , .i ii

x y x y u v

x y u v x y

y x y= =

= + -

�

 (18)

Выясним, какие точки ( ),u v  пространства 
параметров необходимо пометить для «черной» 
точки исходного изображения ( )0 0,x y . Для этого 

необходимо решить уравнение: ( )y =0 0, , , 0,x y u v  

( ) ( ) ( )+ - =0 0min , , , 0i ii
x y u v x y . Последнему 

у р а в н е н и ю  с о о т в е т с т в у ю т  п а р а м е т р ы
( ) ( )= - -0 0, ,i iu v x x y y , = 1, ...,i n . Таким обра-
зом, по аналогии с алгоритмами, используемыми 
для выделения прямых и окружностей на изоб-
ражении, можно сформулировать алгоритм для 
нахождения произвольного образца [5, 6].

1. Пусть A — массив «аккумулятора», раз-
мером ¥W H (где W и H  — соответственно 
ширина и высота исходного изображения).

2. Заполнить массив A нулями
3. Для каждой «черной» точки ( ),x y  изоб-

ражения и каждой краевой точки шаблона 
( ),i ix y :

3.1. Вычислить ( ) ( )= - -, ,i iu v x x y y
3.2. Если £ £ -0 1u W  и £ £ -0 1v H , то 

положить ( ) ( )= +, : , 1A u v A u v
Локальные максимумы аккумулятора A 

определяют возможные положения шаблона.
Алгоритм Мерлина-Фарбера не отличается 

высокой точностью [5], так как фактически 
находит для каждой пары параметров ( ),u v  
«сдвига» образца число его «черных» точек, 
совпавших с точками исходного изображения. 
При увеличении числа черных точек увеличи-

вается также количество «ложных» обнаруже-
ний образцов.

2-й подход. Все n точек образца совпали с 
точками на изображении, причем градиенты 
изменения освещенности совпавших точек рав-
ны [6].

В данном подходе используется дополни-
тельная информация, например, информации 
о градиенте «освещенности», что позволяет га-
рантировать не только совпадение n  точек об-
разца с произвольными n  точками исходного 
изображения, но и равенство градиентов осве-
щенности в совпавших точках.

Обозначим через ( , )grad x y  нормированный 
вектор градиента освещенности в каждой точке 
( ),x y  исходного изображения, через ig  — вектор 
градиента освещенности в каждой точке ( ),i ix y  
искомого образца. По аналогии с алгоритмом 
Мерлина-Фарбера, введем функцию:

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

y x y

=

= =

= + -
: ( , )

, , , , ,

min , , , .
i

i ii grad x y g

x y x y u v

x y u v x y

�

 (19)

Выясним, какие точки ( ),u v  пространства 
параметров необходимо пометить для каждой 
«черной» точки исходного изображения ( )0 0,x y . 
Для этого необходимо решить уравнение: 

 ( )y =0 0, , , 0,x y u v  

 ( ) ( ) ( )
0 0: ( , )

min , , , 0.
i

i ii grad x y g
x y u v x y

=
+ - =   

Последнему уравнению соответствуют значе-
ния ( ) ( )= - -0 0, ,i iu v x x y y , ( ) =0 0: , ii grad x y g . 
Используя полученные результаты, можно 
сформулировать обобщенный алгоритм для 
нахождения произвольного образца.

1. Пусть A — массив аккумулятора, разме-
ром ¥W H (где W и H  — соответственно ши-

Рис. 6. Интерфейс программы распознавания примитивов

С. А. Запрягаев, А. И. Сорокин



47ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2008, № 2

рина и высота исходного изображения).
2. Заполнить массив A нулями
3. Для каждой «черной» точки ( ),x y  изоб-

ражения и каждой краевой точки шаблона 
( ),i ix y , таких, что ( ) =, igrad x y g :

3.1. Вычислить ( ) ( )= - -, ,i iu v x x y y
3.2. Если £ £ -0 1u W  и £ £ -0 1v H , то 

положить ( ) ( )= +, : , 1A u v A u v
4. Локальные максимумы аккумулятора A 

определяют возможные положения шаблона.

5. ПРОГРАММНАЯ ОБОЛОЧКА 
«РАСПОЗНАВАНИЕ ПРИМИТИВОВ»

Программная оболочка «Распознавание 
примитивов» предназначена для определения 
параметров прямых, окружностей и эллипсов 
на изображении и обладает следующими воз-
можностями.

1. Загрузка растрового изображения в фор-
матах JPEG, PNG, GIF, BMP.

2. Нахождение примитивов на изображении 
методом интегральных преобразований (метод 
Радона, метод Хафа).

3. Отображение результатов распознавания 
в графическом виде, с выделением обнаружен-
ных примитивов на исходном изображении.

4. Отображение результатов в аналитичес-
ком виде как таблицы найденных параметров.

5. Вывод графического представления 
двойственного к пространству изображения 
пространства параметров.

Реализованные алгоритмы показали устой-
чивое распознавание примитивов на двумерном 
изображении. 
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