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ЭНТРОПИЙНЫЙ АНАЛИЗ 
РЕЖИМОВ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ 
ЦЕЛЬЮ СТАТЬИ ЯВЛЯЕТСЯ АНАЛИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ НЭЭС С 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОНЯТИЯ ЭНТРОПИИ. 

Введение 

Вероятностным называется такое решение, кото-
рое может быть представлено плотностью вероятнос-
тей переменных состояния и из которого следует вы-
вод о функциональной устойчивости или неустойчи-
вости нелинейной электроэнергетической системы 
(НЭЭС). По определению НЭЭС функционально устой-
чива, если при заданной сколь угодно малой области 
а в пространстве переменных состояния можно ука-
зать такую область f}(a) в пространстве параметров 
НЭЭС, что при нахождении вектора параметров в лю-
бой точке области /}(а) вектор переменных состояния 
не выйдет за пределы области а , в противном случае 
НЭЭС будет функционально неустойчива. 

Поддержание переменных состояния в допусти-
мых пределах представляет актуальную задачу опера-
тивного управления НЭЭС, так как выход переменных 
состояния за допустимые пределы может перерасти 
в аварийный режим. 

1. Энтропия НЭЭС 

Существующая теория указывает на то, что анализ 
должен исходить из свойств первой SH и второй S2H 
вариаций энтропии Н. Вероятность Р возникновения 
флуктуаций переменных состояния выражается форму-
лой Р ~ ехр(ДЯ), где АН- отклонение энтропии от своего 

максимального значения. Представляя АН = SH + ^ , 

получим P~e\p(SH + ^ S2H). 
Поэтому анализ НЭЭС должен опираться на свойства 

первой и второй вариаций энтропии. 
Будем полагать, что НЭЭС описывается обыкновен-

ными дифференциальными уравнениями вида 

Ц^ + frix xi,...,x„t) = £l,i--dt 
l п (1) 

где x(i) = (x), -,.x,,~-,x„,t)r• отклонения переменных со-
стояния от установившихся значений, Т - знак транс-
понирования, £ = (£,,...,£.,...,£,,t)T - случайные функции 
времени с матрицей спектральных плотностей 5 = 
5„ = const, / - характеристики НЭЭС, относительно 
которых в дальнейшем используются различные пред-
положения, t - текущее время. 

Относительно x(t) = (x,,...,x„...,xn,t) принимается, что 
это процессы с ограниченной дисперсией 
D = (Dl,...,Di,...,Dll)<M. Такое предположение полностью 
соответствует режимам функционирования реальных 
НЭЭС. 

Текущая плотность вероятности P(x,t) в простран-
стве переменных состояния x(t) подчиняется уравне-
нию диффузии вероятностей 

< ^ - = 0 . (2) 
dt Jl 2 f-i, " dx,-tyj 

ЭР 
причем величины P, />• / , —исчезают на бесконеч-

ен 
ности: 

если х —> ±<я, то P-*0,Pfr 
8Р • О,—->0, i = 1 п. 
дх, 

В условиях неопределенности и случайных взаимо-
действий фактором, определяющим тенденции изме-
нений переменных состояния, является энтропия Н, 
зависящая от состояния НЭЭС. 

Я = - J... |/>(г,0 1 п И ' ) К А , (3) 

Критерий абсолютной функциональной устойчи-
вости, полученный в виде 

9 " = 0 ^ - = 0, 
dR. ' dR (4) 

утверждает: если приращения энтропии Н при измене-
нии параметра НЭЭС Rs не происходит, иначе говоря, 
если корреляционный момент r:J между i-м и j-м пере-
менными состояния как функции от Rs имеет локаль-
ный максимум или вообще не зависит от Rs, то НЭЭС 
абсолютно функционально устойчива по Rs, S = 1,...m. 

Соотношение (4) указывает на то, что энтропия Н 
как функция от Rs имеет максимальное значение, 

dH 
поскопьку — = 0. Для реальных НЭЭС трудно ожи-

cR ̂  
дать точного выполнения равенства Я(Л,) = Ят1,, по-
этому наиболее целесообразным критерием функци-
ональной устойчивости представляется такой, кото-
рый обеспечит функционирование НЭЭС с энтропией 
Н, стремящейся к максимальному значению 

Скорость изменения энтропии Н 
при этом должна быть минимальной, чтобы с течением 



времени значение энтропии Н не удалялось от макси-
мального значения Н ^ . 

Следовательно, указанные условия ( # - > # „ „ , 
Я// 

существования критерия функциональной dt 
устойчивости являются прямыми следствиями крите-
рия абсолютной функциональной устойчивости (4). 

Условие Н-^Н^ С необходимостью приводит к 
первому критерию функциональной устойчивости: первая 
вариация энтропии SH равна нулю, а вторая вари-
ация 52Н меньше нуля: 

<5Я->0, 52Н < 0. (5) 
дН „ 

Условие — совместно с 8~Н < 0 приводит 

ко второму критерию функциональной устойчивости: 
скорость изменения во времени S2H больше или равна 
нулю, в противном случае: 

~(52Н)> 0. 
dt (6) 

Выражения (5) и (6) представляют собой необходи-
мое и достаточное условие функциональной устойчи-
вости. Вторая вариация энтропии указывает на нара-
стание или убывание энтропии и тем самым указывает 
на функциональную устойчивость или неустойчивость 
НЭЭС. 

Переход между функциональной устойчивостью и 
функциональной неустойчивостью связан с нарушением 
неравенства (6). Вне предела допустимых значений 

параметра Rs неравенство ^ ( S 2 H ) > 0 не выполняется, 
флуктуации переменных состояния растут. В рамках 
линейных уравнений (1) следует ожидать, что флуктуации 
нарастают бесконечно. В реальности флуктуации будут 
ограничены под влиянием нелинейных членов, которыми 
пренебрегли при линеаризации уравнений (1). 

Представляется интересным определить класс рас-
пределений вероятностей P(x,t), которые обеспечива-
ют функциональную устойчивость НЭЭС, с использо-
ванием критериев SH-+0, 52Н<0, Пред-

ок 
положим, что после некоторого начального возмуще-
ния НЭЭС эволюционирует от произвольного распре-
деления вероятностей P(x,t) к стационарному (асимп-
тотическому) распределению вероятностей Р(х). Опи-
раясь на определение энтропии, получим, что в этом 
случае возникающее приращение энтропии 

Н = -\... \P(x,t)-In P(x,t) 
Р(х) 

dx,...dx. (7) 

С использованием методов вариационного исчис-
ления находятся первая 5Н и вторая s2H вариации 
энтропии Н: 

5Н-. -и Р(х) Р(х) 
dxv..dxn, (8) 

- т - Н 

1 , Pjx.t) 
P(x,t) Р2(х) Р(х) 

dx^.Jx,, = 

Г 1Г(Я(.Г,Г)-Р(.У)): 

2 J P(x,t)P2 (л) 

, О) 

Скорость изменения энтропии Н равна 

dt J J 
dP{x,t) |n P(x,t) | dP(x,t) 

dt P(x) dx 
dx....dx„ (10) 

ЭР 
Подставляя в (10) выражение для — из уравнения at 

(2) и интегрируя по частям, получаем 

1 

j 

'dx, 

•aInP(x,t) d\nP(x,t) • P(x,tyixt..dxn dXj dxj 

Применяя к (11) операцию находим 

(11) 

1 dP(xj) dP(x,t) 
a t! 3 i n v . O av( dxj 

= . dP(x,,) 8P(x,ti 

dx....dx, = 

P\x,t) dx,. dx. 

(12) 

где M - операция математического ожидания. 
Для отклонений переменных состояния x(t), име-

ющих ограниченные дисперсии, решение P(x,t) уравне-
ния диффузии вероятностей (2) обладает 0, 

82Н<0, —(52Н)>0 тогда, когда является гауссовым 
dt 

распределением вероятностей. 

Р(М)- • Р(х) = А • ехр( ), 
2D 

(13 ) 

где к - коэффициент, характеризующий а - окрест-
ность первого порядка для P(x,t). Вторая вариация эн-
тропии получается в виде знакопеременной квадра-
тичной формы. 

Для определения функционала S2H) используется 
01 Q 

возможность перестановочности операций — и $2. 

где A,D - константы. 
Таким образом, начинает выясняться в количест-

венной форме, что кроме детерминированных урав-
нений состояния необходимо знать класс распреде-
ления вероятностей переменных состояния, при кото-
рых НЭЭС остается функционально устойчивой или, 
наоборот, становится функционально неустойчивой. 
Принадлежность к тому или иному классу распреде-
лений вероятности переменных состояния будет оп-
ределять последующую эволюцию НЭЭС, отбирая од-
ну «траекторию движения» из некоторого множества 
потенциально возможных «траекторий». 

Предельное множество не представляет собой 
простую траекторию, а есть некоторая поверхность. 

2. Информация НЭЭС 

Состояние НЭЭС можно измерить с точностью, опре-
деляемой разрешающей способностью Это озна-
чает, что если наблюдаемое состояние НЭЭС пред-
ставляется точкой х, то ее фактическое состояние на-
ходится в некоторой точке множества Л((х). Предполо-
жим, что имеются два наблюдателя, которые производят 
измерение состояния НЭЭС в два разных момента 
времени. Пусть наблюдатель 1 установил, что состо-
яние НЭЭС в момент времени г, соответствует точке 
х,, а наблюдатель 2 установил, что состояние НЭЭС 
в момент времени t2 >t, соответствует точке х2. Спра-
шивается, кто из них больше знает о состоянии НЭЭС -
наблюдатель 1 или наблюдатель 2? 

Наблюдатель 1 знает, что в момент времени г, точ-
ка, соответствующая состоянию НЭЭС, располагается 
внутри области Л?.(.т), откуда следует, что точка, соот-
ветствующая состоянию НЭЭС в момент времени /2, 
должна располагаться внутри области ^.„ДЛ^.г,)). На-
блюдатель 2 знает, что в момент времени /2 точка, 
соответствующая состоянию НЭЭС, располагается 
внутри области Л {(х,). 

Предположим, что НЭЭС представляет собой авто-
номную систему со сжимающим потоком F,. Поток F, 



называется сжимающим, если для любого х„*х'0 и любо-
го t>0 выполняется неравенство ||F, К ) - F, (х^ )|| < [|jc0 - , 
и растягивающим в противном случае: (jc„ )—C-^^l > 

Поскольку отображение F, является сжимающим, 
область Fl _h(A((xl)) есть строгое собственное подмно-
жество множества А({лг,), вследствие чего наблюда-
тель 1 знает в момент времени состояние НЭЭС 
более точно. В связи с тем, что наблюдатель 1 произ-
водит измерение раньше наблюдателя 2, обладает 
большим объемом информации о НЭЭС, можно говорить, 
что в сжимающей НЭЭС происходит разрушение инфор-
мации (увеличение энтропии). 

В противоположном случае растягивающего потока 
наблюдатель, производящий измерение позднее, т.е. 
наблюдатель 2, больше знает о состоянии НЭЭС, по-
скольку подмножество А( (л-,) содержится в множестве 

При этом увеличение времени ожидания 
перед наблюдением состояния НЭЭС приводит к увели-
чению степени информированности о состоянии НЭЭС, 
другими словами, НЭЭС с расширяющим потоком F, 
может рассматриваться как создающая информацию. 

Итак, для сжимающих НЭЭС более точный резуль-
тат получается, если не наблюдать состояние НЭЭС 
в момент времени '2 , а производить его предсказание 
в момент t2 на основе состояния х,. При этом чем 
больше разность t2 - / , , тем выше точность такого пред-
сказания. Следовательно, в случае сжимающей НЭЭС 
значимость начального условия для предсказания по-
следующих состояний НЭЭС возрастает со временем. 
С другой стороны, в случае расширяющей НЭЭС зна-
чимость начального условия для предсказания после-
дующего состояния НЭЭС со временем падает. 

Поскольку по определению траектории хаотичес-
кой НЭЭС должны располагаться в ограниченной об-
ласти, то отсюда следует, что произвольная хаотичес-
кая НЭЭС должна характеризоваться сжатием в одних 
направлениях и растяжением в других, причем сжатие 
должно превосходить растяжение. В диссипативных 
НЭЭС происходит сжатие объема различных областей 
в пространстве состояний . Для количественного опи-
сания растяжения и сжатия, происходящих в НЭЭС, 
используются показатели Ляпунова. 

3. Случайность и детерминированность 

Изложим концептуальные соображения относитель-
но того, что в конечном счете ограничивает предсказу-
емость состояния НЭЭС - флуктуации, неточные на-
чальные данные или дефекты математической модели. 

Понимание ограниченных возможностей предска-
зания, и не только в электротехнике, связано с иссле-
дованием сложных движений типа гомокпинических 
структур, погрешностей в начальных условиях и с со-
временным качественно новым представлением о ло-
кальной неустойчивости поведения большинства слож-
ных систем. 

При использовании критериев оптимальности и на-
дежности для хаотических режимов НЭЭС получен ре-
зультат, из которого следует, что можно заменить опти-
мальное решение х° некоторой областью S e n - мерном 
пространстве и считать, что любое решение х из S явля-
ется оптимальным. Границы области S находятся как 
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э Ч 52R 

дх1 Эх 
(14) 

' х=х 

где 4 - совокупный фактор неопределенности, равный 
сумме частных факторов неопределенности; Fc,Fb - ус-
ловные целевые функции, определяющие чувстви-

тельность оптимальных решений к изменению пара-
метров. 

Если Л, > о - наибольший из показателей, то для 
среднего квадрата имеем 

Л' (15) 

где г характеризуют вклад трех основных факторов, 
определяющих качество предсказуемости. Из этого 
следует, что горизонт предсказуемости, достигаемый при 
точных начальных данных Q « ^ и на основе удовлет-
ворительной модели S,] « \ \ , определяется лишь флук-
туация переменных состояния. Поэтому наибольшая 
степень предсказуемости получается тогда, когда дейст-
вуют только флуктуации переменных состояния. 

Увеличение целевой энтропии приводит к возрас-
танию £, и границ области S. Это означает, что увели-
чивающаяся неопределенность в достижении опти-
мального качества предсказуемости делает лишенной 
смысла замену х° на х°ь Таким образом, любая реальная 
НЭЭС не может быть абсолютно и исчерпывающе дета-
лизирована в пространстве состояний х в силу сущест-
вования конечной области S. Иначе говоря, формулы 
(14), (15) устанавливают связь между случайностью и 
неполнотой любого набора гипотез в рамках теории 
хаотических режимов (аналог теоремы Гёделе). 

Отсюда следует, что если режимы НЭЭС не могут 
быть детализированы в пространстве х в исчерпыва-
ющем смысле, то описание их в пространстве состояний 
неизбежно приобретает вероятностный смысл и харак-
теризуется плотностью вероятности P(x,t). В связи с этим 
понимание реальных режимов НЭЭС должно быть рас-
ширено до включения в него наряду с реализовавшимися 
режимами и потенциально возможных режимов. Все 
присущие НЭЭС потенциально возможные режимы и их 
показатели качества должны быть взаимосогласован-
ными, что математически выражается условием норми-
ровки плотности вероятности P(x,t). Перераспределение 
потенциальных возможностей (режимов) и отобража-
ющих их вероятностей в зависимости от реализовав-
шихся режимов носит объективный характер и матема-
тически выражается формулой Бейеса. 

Возможность численного расчета области неопре-
деленности S позволяет рационально и объективно 
сделать выбор вероятностного или детерминированного 
подхода при анализе режимов НЭЭС: если область S 
меньше критической величины, то необходимо приме-
нять вероятностный подход. 

Таким образом, получено обоснование того, что 
соотношение неопределенностей (14) выражает общий 
принцип - принцип дополнительности (комплемен-
тарности) вероятностного и детерминированного под-
ходов к анализу проблемы качества предсказуемости. 

Используемая математическая модель оперирует 
уравнением диффузии вероятностей переменных со-
стояния с набором начальных и граничных условий 

dP(x,i) 
dt 

= У dP(x,t) 
(16) 

где Y - оператор математической модели, P(x,t) - плот-
ность вероятности переменных состояния. 

Неопределенность модельного оператора Y при вы-
числении переменных состояния НЭЭС выступает на 
том же уровне, что и различные флукгуационные фак-
торы. Степень детерминированности переменных со-
стояния может возрасти как за счет улучшения мате-
матической модели (16) при неизменных флуктуациях 
переменных состояния, так и за счет включения од-
ного из флуктуационных факторов в расширенную 
математическую модель. Случайность переменных 
состояния НЭЭС по отношению к одной модели не 



противоречит тому, что те же переменные состояния 
окажутся детерминированными по отношению к дру-
гой, более удачной математической модели. В этом 
отношении принятая концепция указывает на то, что 
граница предсказуемость - непредсказуемость подвиж-
на и зависит от способности выбрать удачно матема-
тическую модель. 

В условиях неопределенности и случайных взаимо-
действий фактором, определяющим тенденции изме-
нений переменных состояния НЭЭС, является энтро-
пия Н, зависящая от состояния НЭЭС, а точнее говоря, 
ее вторая вариация s~H . 

Увеличение энтропии при эволюции переменных 
состояния к стационарному состоянию оказывается воз-
можным из-за того, что заданные параметры НЭЭС 
достаточны лишь для определения стационарного со-
стояния, а выбор начального распределения Р(х,0) ос-
тается произвольным. 

При произвольном изменении параметров НЭЭС 
стационарные решения уравнения (16) притягиваются 
к трем типам устойчивых структур плотностей вероят-
ностей переменных состояния: пик - Р,(х), кратер со схо-
дящимися стенками - Рг(х), плато - Р,(х). Точки бифур-
кации, соответствующие переходу fl(jc)o/,,(jc)o/>3(*). 
определяются критическими значениями обобщенного 
параметра Л0. 

Структуре Pt(x) соответствует функциональная устой-
чивость НЭЭС (вероятность Р нахождения показате-
лей качества функционирования в допустимых преде-
лах высока и может только возрастать). Р2(х) соответ-
ствует мягкая потеря функциональной устойчивости 
НЭЭС (Р циклически меняется: то она высока, то ма-
ла). /̂ (JC) соответствует жесткая потеря функциональ-
ной устойчивости НЭЭС (нахождение показателей ка-
чества функционирования в допустимых пределах и 
вне их равновероятно). 

Хотя каждая из перечисленных структур />(*), 
Р2(.х)< ^эС*) сопряжена с качественным изменением 
режима НЭЭС, между ними имеется существенное 
различие. При мягкой потере функциональной устой-
чивости НЭЭС Р|(х)-»Р2 (х) среднеквадратичное от-
клонение переменных состояния увеличивается мед-
ленно и остается пропорциональным . При жест-
кой потере функциональной устойчивости ^ ( х ) -» Р3(х), 
Р2 (х) ->Р3 (х) среднеквадратичное отклонение пере-
менных состояния обладает наибольшей непредсказу-
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Детерминистские законы, некогда бывшие наиболее 
приемлемыми научными законами, сейчас предстают 
перед нами как чрезмерные упрощения. В классическом 
представлении считают, что если бы в некоторый мо-
мент времени состояние НЭЭС было известно с доста-
точной точностью, то, в принципе, будущее поведение 
НЭЭС можно было бы предсказать, а прошлое - вос-
становить. Такого рода теоретическая схема указывает, 
что в определенном смысле настоящее содержит в себе 
прошлое и будущее. 

емостью, оно может достигать предельной величины, 
после чего наступает режим, не имеющий ничего об-
щего с исходным режимом. 

Таким образом, энтропия является основной мерой 
устойчивости системы. Устойчивость НЭЭС опреде-
ляется изменением энтропии, вернее, ее первой SH 
и второй <5:я вариациями. 
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В классическом понимании выражение «вскрыть 
причинно-следственные связи» означает «понять дина-
мику процессов», происходящих в НЭЭС. При этом пред-
полагается, что причина и следствие соизмеримы. Для 
устойчивых и нейтральных процессов это имеет место. 
В неустойчивых процессах ситуация иная: очень «ма-
лая» причина приводит к следствию, которое по мас-
штабу несоизмеримо с причиной. Обычно в таких случаях 
говорят, что причиной явилась неустойчивость, а не 
малое начальное воздействие. Но тогда происходит 
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