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УДК 681.3

АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ ПОДХОД К ОПТИМИЗАЦИИ

РАЗРАБОТКИ И ЭКСПЛУАТАЦИИ СИСТЕМ

УПРАВЛЕНИЯ БАЗАМИ ДАННЫХ

Е.П. Емельченков, Н.А. Левин, В.И. Мунерман

В статье рассматривается автоматизация программирования
задач обработки больших объемов информации в базах данных.
Для решения проблем автоматизации предложен объектно-ори-
ентированный подход. В основу положено строгое математиче-
ское определение объекта как универсальной алгебраической
системы. Построены теоретико-множественная и многомерно-
матричная модели обработки данных. Предложен специальный
тип объектов — универсальная алгебраическая машина, при
помощи которого доказаны изоморфизм моделей и возможность
их параллельной реализации.

Введение

Статья посвящается проблеме автоматизации программиро-
вания задач обработки больших объемов информации в базах
данных. Разрабатывать СУБД, предназначенные для решения
подобных задач, весьма непросто, особенно в настоящее время,
когда параллельные вычислительные системы перешли в разряд
типового серийного оборудования доступного любому потребите-
лю.

Важная проблема, которую необходимо решать в этих усло-
виях, — кроссплатформенность, т. е. независимость программно-
го обеспечения от операционной среды, в которой оно должно
функционировать. Программное обеспечение должно сохранять
свою работоспособность при изменении количества и типов про-
цессоров (или ядер) вычислительной системы. При этом дора-
ботка программ должна быть минимальной и не затрагивающей
всю иерархию программных средств. Фактически переработке
должны подвергаться только модули, непосредственно взаимо-
действующие с оборудованием.
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Вторая проблема связана с тем, что возникает необходимость
переработки программного обеспечения верхних уровней (уров-
ней взаимодействия с пользователем). Это объясняется постоян-
но растущими требованиями пользователей к СУБД, имеющими
целью наибольшее соответствие объектам и отношениям пред-
метных областей. Вместе с доработкой системного программного
обеспечения это вырастает в проблему, требующую решения
задач автоматизации программирования.

И, наконец, третья проблема состоит в том, чтобы независимо
от аппаратных средств СУБД максимально быстро обрабатывала
запросы пользователя, независимо от того, как этот запрос сфор-
мулирован, т. е. описание процессов обработки данных должно
быть приспособлено к решению задач оптимизации.

Для решения этих проблем авторы предлагают объектно-
ориентированный подход. В основу положено строгое математи-
ческое определение объекта [1]. В статье строится специальный
тип объектов — универсальная алгебраическая машина, при
помощи которого можно решить сформулированные выше про-
блемы [2].

1. Основные понятия

В качестве основы объектно-ориентированных (алгебраиче-
ских) моделей для обработки файлов использованы понятия уни-
версальной алгебры и универсальной алгебраической системы,
известные определения которых приведены ниже.

Опр еде ление 1. Пусть A — некоторое непустое мно-
жество. Частично определенная функция y = F (x1, ... ,xn),
(y,x1, ... ,xn) ∈ A, называется n-арной частичной операцией
на A. Если функция всюду определена, говорят просто об n-
арной операции.

Опр еде лен ие 2. Система UA = 〈A,Ω〉, состоящая из
основного множества A и определенной на нем совокупности
частичных операций Ω = {Fns

s } (s = 1, 2, ...), называется ча-
стичной универсальной алгеброй с сигнатурой Ω.

Определение 3. Универсальные алгебры UA и UB, в ко-
торых заданы соответственно сигнатуры Ω и Ω′, называ-
ются однотипными, если можно установить такое взаимно-
однозначное соответствие между сигнатурами Ω и Ω′, при
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котором любая операция ω ∈ Ω и соответствующая ей опе-
рация ω′ ∈ Ω′ будут n-арными с одним и тем же n.

Пусть даны две однотипные универсальные алгебры UA =
= 〈A,Ω〉 и UB = 〈B,Ω〉 с основными множествами A и B.

О пр еде ление 4. Отображение ϕ: A → B называется
гомоморфным отображением алгебры UA в алгебру UB, если
для любых элементов a1, ... , an ∈ A и произвольной n-арной
операции F ∈ Ω выполняется соотношение ϕ(F (a1, ... , an)) =
= F (ϕ(a1), ... ,ϕ(an)), где ϕ(ai) = bi и bi ∈ B (i = 1, ... ,n). Ал-
гебры UA и UB называются гомоморфными.

Если между основными множествами A и B устанавлива-
ется взаимно-однозначное соответствие, то отображение ϕ
называется изоморфным отображением, а алгебры UA и UB

называются изоморфными.
Определение 5. Пусть π(x1, ... ,xn), x1, ... ,xn ∈ A — n-

местный предикат, Π = {πns
s } (s = 1, 2, ...) — сигнатура пре-

дикатов. Система UA = 〈A;Ω;Π〉 называется универсальной
алгебраической системой.

Между алгебраическими системами также можно устанавли-
вать гомоморфные и изоморфные отображения.

Случаи, когда можно обойтись единственным основным мно-
жеством, встречаются нечасто, поскольку объекты предметной
области являются сложными системами, для описания которых
используется много разнотипных параметров. Для моделирова-
ния таких предметных областей используются многоосновные
алгебры.

Опр еде ление 6. Система UM = 〈M;Ω〉, состоящая из
семейства основных множеств M = {Aα} (α = 1, 2, ...) и сиг-
натуры Ω операций, определенных на семействе M так, что
каждая n-арная операция из Ω является отображением де-
картова произведения n множеств из семейства M в множе-
ство из того же семейства Aα1 × ...× Aαn → Aαr называется
многоосновной алгеброй.

Определение 7. Система UM = 〈M;Ω;Π〉, где Π — сиг-
натура n-местных предикатов π : Aα1 × ... × Aαn → {0, 1},
называется многоосновной алгебраической системой.

Многоосновные алгебры и алгебраические системы играют
важную роль в программировании. Они служат основой для
создания пользовательских типов данных в современных языках
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программирования, а ими являются некоторые встроенные в язы-
ки типы данных, например, строковый тип.

Очевидно, что хорошо известные и часто применяемые си-
стемы числовых матриц, нагруженных графов также можно рас-
сматривать как многоосновные алгебраические системы.

На многоосновных алгебраических системах базируется со-
временное теоретическое и практическое программирование. Аб-
страктные типы данных (они же объекты или классы), сокра-
щенно АТД, определяются как многоосновные алгебраические
системы [1].

Среди множества произвольных абстрактных типов данных
выделяется и рассматривается один специфический тип, назы-
ваемый в дальнейшем универсальной алгебраической машиной
[2]. Эти АТД представляют собой двухосновные алгебраические
системы вида E = 〈S,T ;Ω;Π〉. Основу S назовем структурой,
а основу T — типом. Структура представляет собой некоторую
конструкцию, составленную из элементов типа. Типичные при-
меры такого рода структур — векторы, матрицы, графы. Выбор
типа определяется особенностями решаемой задачи.

Достаточно очевидно следующее утверждение.

Ут в ерждение 1. Пусть S — структура, а T1, ... ,Tn —
допустимые для этой структуры типы. Тогда T1, ... ,Tn —
однотипные алгебраические системы.

Практическая особенность универсальных алгебраических
машин состоит в том, что суть операций над элементами струк-
туры S, не изменяется при изменении сути операций над элемен-
тами типа T . Более того, если типы T1, ... ,Tn — гомоморфные
универсальные алгебраические системы, то становится возмож-
ной отладка операций над структурой на наиболее простом типе
данных. Отлаженная таким образом структура становится объ-
ектом, от которого можно порождать объекты, предназначенные
для решения задач на сложных типах данных.

Это хорошо видно на примере алгебры матриц. Операции
сложения и умножения матриц не зависят от того, какого типа
элементы матриц. При реализации этих операций с помощью
традиционных языков программирования программируются оди-
наковые циклы для числовых, логических и прочих типов эле-
ментов матриц. Отличия заключаются в одной или двух строках
программы, в которых производятся операции над элементами
[3]. Особенно ярко достоинства универсальных алгебраических
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машин проявляются при параллельной обработке данных. Это
объясняется тем, что при работе с параллельными вычислитель-
ными системами основная сложность состоит в программирова-
нии алгоритмов обработки структур, а не отдельных элементов,
составляющих эти структуры. Следует отметить, что подобный
подход рассматривался еще на заре вычислительной техники
в работах Л.В. Канторовича [4] задолго до появления первых
работ по объектно-ориентированному программированию.

Далее рассматриваются две изоморфные алгебраические си-
стемы, которые могут быть эффективно применены при разра-
ботке современных СУБД [3, 5].

2. Алгебра файлов

Алгебра файлов строится на основе теоретико-множествен-
ной модели обработки файлов [6, 7]. В языках программиро-
вания, начиная с COBOL’а, для отображения свойств объектов
предметных областей используются записи — структурные типы
данных, объединяющие под одним именем разнотипные перемен-
ные. Поэтому формализация начинается с записей.

Пусть A = {A1, ... ,Ap} — некоторая конечная система ко-
нечных множеств, а N = {N1, ... ,Np} — конечное множество
элементов, называемых именами множеств A1, ... ,Ap. Множе-
ства A1, ... ,Ap могут состоять из элементов любой природы:
чисел с фиксированной или плавающей точкой, строк, а также
таких структур, как массивы, кортежи и тому подобные. На
множествах A1, ... ,Ap могут быть заданы операции и отношения,
тогда A1, ... ,Ap называются типами.

О пр еде ление 8. Полем записи называется пара F =
= 〈Ni,Ai〉 (i = 1, ... , p); Ni — имя, а Ai — множество значений
поля.

Опр еде ление 9. Кортеж R = {F1, ... ,Fp} называется
записью типа R.

Опр еде л е н и е 10. Кортеж вида R∗ = {〈N1,A∗
1〉, ...,〈Np,A∗

p〉} (A∗
i ∈ Ai, i = 1, ... , p) называется экземпляром

записи типа R.
Заме ч а ние 1. В дальнейшем изложении термин запись

будет отождествляться с термином экземпляр записи типа R
в тех случаях, когда это не будет вызывать неоднозначного
толкования.
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В дальнейшем, в ряде случаев из соображений удобства,
записи будут отождествляться с синтаксической конструкцией
Pascal (record), а экземпляры записей — со строками таблиц.

Опр еде ление 11. Множество X экземпляров записей
типа R называется множеством записей типа R или множе-
ством однотипных записей.

Пусть K = {K1, ... ,Km}, (m < p) — множество полей записи
R, такое что K1 = Fα1 , ... ,Km = Fαm , причем все Aαi (i =
= 1, ... ,m) — типы, на которых заданы отношения порядка.

Определение 12. Конечное множество K = {K1, ... ,Km}
называется множеством ключей, а его элементы ключами.

Определение 13. Кортеж K∗ = {K∗
1 , ... ,K

∗
m}, для эле-

ментов которого выполняется правило K∗
i ∈ Aαi (i = 1, ... ,m),

называется экземпляром множества ключей (K∗
i называется

экземпляром ключа).

Очевидно, что любая совокупность экземпляров множества
ключей может быть лексикографически упорядочена. Одновре-
менно упорядочивается и множество однотипных записей X, тип
которых включает множество ключей K.

Опр еделение 14. Две однотипные записи называются
эквивалентными, если они содержат одинаковые экземпляры
множества ключей.

З аме ч а н ие 2. В языках программирования существует
возможность задавать под одним и тем же именем записи
с различной структурой. Это не нарушает однотипность запи-
сей в рассмотренном смысле, при условии, что каждый вариант
структуры записи содержит все ключи из множества K.

Можно сказать, что задание множества ключей K разбивает
множество однотипных записей X (индуцирует разбиение X) на
группы (классы), содержащие записи с одинаковыми значени-
ями ключей — эквивалентные записи. Эти классы называются
классами эквивалентности. Они могут содержать разное коли-
чество записей.

Совокупность всех классов эквивалентности по отношению
заданному множеством ключей образует фактор-множество
множества однотипных записей X.

В дальнейшем такое фактор-множество будет обозначаться
XK , составляющие его классы эквивалентности — XK∗ , или
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XK∗
(1)
,XK∗

(2)
.... Также будет полезно рассматривать экземпляры

множества ключей, которым во множестве X не соответствует ни
одной записи. В этом случае целесообразно считать, что таким
экземплярам множества ключей соответствует универсальная
неопределенная запись Θ. Класс эквивалентности, соответству-
ющий экземпляру множества ключей K∗ и состоящий из един-
ственной записи Θ, будет обозначаться ΘK∗ .

Опр еделение 15. Пусть даны множество однотипных
записей X и множество ключей K. Файлом XK называет-
ся фактор-множество множества однотипных записей X по
отношению эквивалентности порожденному множеством K.

Заме ч а ние 3. Структура, определенная выше, могла бы
быть названа отношением или таблицей, но авторам кажется,
что название файл больше соответствует сути работы, в которой
обработка данных рассматривается на стыке логического и фи-
зического уровней.

Как и фактор-множество, файл обозначается XK , а класс эк-
вивалентности, соответствующий экземпляру множества ключей
K∗, обозначается XK∗ .

При таком подходе файл не может быть неупорядоченным.
Это в некоторой степени не соответствует общепринятому пред-
ставлению о файлах как носителях произвольной информации.
Но в дальнейшем рассматриваются только такие файлы, которые
несут в себе структурированную информацию об объектах пред-
метных областей и как носители этой информации используются
на входе, выходе и в процессе решения задач, поставленных
и формализованных на этих предметных областях. Процессы
решения таких задач построены на основе набора операций об-
работки файлов, которые реализуются алгоритмами весьма чув-
ствительными к упорядоченности входных файлов. Это особенно
заметно при обработке больших объемов данных.

З амеч ание 4. Известно, что многие реляционные СУБД
требуют упорядоченности данных, настойчиво предлагая пользо-
вателю задавать, так называемые первичные ключи для каждой
таблицы.

Опр еделение 16. Если каждый класс эквивалентности
файла XK содержит единственную запись, то файл XK на-
зывается строго упорядоченным, если же в каждом классе
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эквивалентности может быть более одной записи — нестро-
го упорядоченным.

Это определение завершает построение теоретико-множе-
ственной модели файла — носителя информации об объектах
предметных областей. В терминах этой модели легко задать
теоретико-множественные описания операций над файлами.

Сортировка. В теоретико-множественной модели роль опе-
рации сортировки особенно высока. Именно ее выполнение при-
водит к построению из исходного множества однотипных запи-
сей X файла XK (фактор-множества X по заданному множе-
ству ключей K). Практические соображения требуют, чтобы для
любого множества X можно было подобрать такое множество
ключей K, по которому файл XK будет строго упорядоченным
(это соответствует уникальности строк таблицы в реляционном
подходе).

Выборка. Пусть даны файл XK и предикат π(K), опреде-
ленный на множестве ключей K. Операция выборки приводит
к созданию файла Xπ

K , удовлетворяющего следующим условиям:
Xπ

K ⊆ XK , т. е. файл Xπ
K есть подмножество файла XK ;

∀K∗(XK∗ ∈ Xπ
K ∧ π(K∗)), т. е. класс эквивалентности XK∗

присутствует в файле Xπ
K тогда и только тогда, когда все зна-

чения ключей в экземпляре множества ключей K* превращают
предикат π(K) в истинное высказывание.

Таким образом, в результате выполнения операции выборки
образуется подмножество исходного файла. Принадлежащие это-
му подмножеству записи содержат фиксированные экземпляры
одного или нескольких ключей. Если фиксируются значения не
всех ключей, то остальные ключи принимают все допустимые
значения.

Сжатие. Пусть даны файлы XK , нестрого упорядоченный по
множеству ключей K, и YK , строго упорядоченный по множе-
ству ключей K. Классы эквивалентности этих файлов связаны
соотношением YK∗ = f(XK∗). Тогда считается, что файл YK

получен из файла XK в результате применения операции сжатия.
В операциях сжатия каждому непустому классу эквивалентности
XK∗ исходного файла, нестрого упорядоченного по множеству
ключей K, ставится в соответствие класс YK∗ выходного файла
YK , строго упорядоченного по тому же множеству ключей. При
этом единственная запись, принадлежащая YK∗ , вычисляется
как значение некоторой функции f , определенной на всех за-
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писях класса эквивалентности XK∗ . В качестве такой функции
могут быть использованы вычисление суммы или среднего зна-
чения, поиск наименьшего или наибольшего значения и тому
подобные.

Слияние строго упорядоченных файлов. Пусть даны два
файла XK и YK , строго упорядоченные по одному и тому же
множеству ключей K. В результате слияния этих строго упоря-
доченных файлов образуется файл ZK , классы эквивалентности
задаются соотношением

ZK∗ = f(XK∗ ,YK∗).

Функция f(XK∗ ,YK∗), определенная на классах эквивалентно-
сти исходных файлов задает характер операции.

Если слияние строго упорядоченных файлов используется
для реализации теоретико-множественной операции объедине-
ния файлов, то функция f задается как

f(XK∗ ,YK∗) =
{

YK∗ , если XK∗ = ΘK∗ ,
XK∗ в противном случае.

Для реализации теоретико-множественной операции симметри-
ческой разности файлов задание функции f будет таким:

f(XK∗ ,YK∗) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

YK∗ , если XK∗ = ΘK∗ ,
XK∗ , если YK∗ = ΘK∗ ,
ΘK∗ , если XK∗ �= ΘK∗ ,YK∗ �= ΘK∗ .

Наконец, в сложных вычислительных задачах построение
функции f может быть следующим:

f(XK∗ ,YK∗) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

g1(YK∗), если XK∗ = ΘK∗ ,
g2(XK∗), если YK∗ = ΘK∗ ,
g3(XK∗ ,YK∗), если XK∗ �= ΘK∗ ,YK∗ �= ΘK∗ .

Одноместные функции g1 и g2 определены на записях файлов XK

и YK соответственно. Двухместная функция g3 определена на па-
рах записей, принадлежащих декартову произведению XK × YK .
Эти функции реализуют формирование записи выходного файла
с вычислением новых значений неключевых полей, из значений
неключевых полей записей XK∗ и YK∗ . Значения ключей все три
функции переносят в выходную запись ZK∗ без изменений.
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Пример 1. Распространенная операция корректировки од-
ного файла при помощи другого задается следующим образом:

f(XK∗ ,YK∗) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

XK∗ , если YK∗ = ΘK∗ ,
YK∗ , если XK∗ = ΘK∗ ,
YK∗ , если XK∗ �= ΘK∗ ∧ YK∗ �= ΘK∗ ∧ π(YK∗),
ΘK∗ , если XK∗ �= ΘK∗ ∧ YK∗ �= ΘK∗ ∧ ¬π(YK∗).

Предикат π(YK∗) служит признаком замены или удаления записи
корректируемого файла.

Слияние нестрого упорядоченных файлов. Пусть XK

и YL — файлы, упорядоченные (возможно строго) по множествам
ключей K и L, причем выполняется условие K ∩ L �= ∅, и пусть
M — множество ключей, связанное с множествами K и L соот-
ношениями

1. M ⊆ K ∪ L,
2. M ∩ K �= ∅ и M ∩ L �= ∅.
Это означает, что множество ключей M состоит из клю-

чей, входящих в множества Kи L, причем в M содержится по
крайней мере по одному ключу из каждого множества. Тогда
по крайней мере один файл XM или YM нестрого упорядочен
по множеству ключей M . Если K �⊂ L и L �⊂ K, то оба файла
нестрого упорядочены по множеству ключей M . Слияние файлов
производится по множеству ключей M . Пусть M∗ — фиксиро-
ванный экземпляр множества ключей M , а K∗ и L∗ — такие
экземпляры множеств ключей K и L, что значения одноименных
ключей в M∗, K∗ и L∗ совпадают. Тогда можно задать вычисле-
ние класса эквивалентности файла ZM по следующему правилу:

ZM∗ =
{

ΘM∗ , если XK∗ = ΘK∗ или YL∗ = ΘL∗ ,
f(XK∗ ,YL∗) в противном случае.

Функция f(XK∗ ,YL∗) определена на классах эквивалентности
XK∗ и YL∗ , а ее значение — класс эквивалентности ZM , состо-
ящий из элементов, каждый из которых вычисляется из пары
элементов, принадлежащей декартову произведению XK∗ × YL∗ .

З аме ч а ние 5. Операция слияния нестрого упорядочен-
ных файлов, по сути, совпадает с реляционной операцией Join,
которая тоже осуществляет слияние нестрого упорядоченных
таблиц.
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Пример 2. Для демонстрации применения операций обра-
ботки файлов хорошо подходит традиционная для автоматизиро-
ванных систем управления предприятиями задача расчета стои-
мости производства изделий. Естественно, здесь она рассматри-
вается в упрощенном виде. Исходные данные для этой задачи
порождаются и первоначально используются в различных местах
и различных задачах. Для решения рассматриваемой задачи они
собираются в следующие исходные файлы:

1. План производства — запись состоит из полей
1.1) изделие–узел,
1.2) количество.

2. Применяемость — запись состоит из полей
2.1) изделие–узел,
2.2) узел–деталь,
2.3) количество.

3. Трудовые затраты — запись состоит из полей
3.1) узел–деталь,
3.2) цех,
3.3) сумма.

4. Материальные затраты — запись состоит из полей
4.1) узел–деталь,
4.2) цех,
4.3) сумма.

Множества ключей у этих файлов следующие:
K(план производства) = {изделие–узел},
K(применяемость) = {изделие–узел, узел–деталь},
K(трудовые затраты) = {узел–деталь, цех},
K(материальные затраты) = {узел–деталь, цех}.
Эту систему исходных файлов можно представить в виде

графа (рис. 1), вершины которого соответствуют файлам. Две
вершины связаны ребром, если соответствующие им файлы име-
ют общие ключи. На рис. 1 множества общих ключей привязаны
к соответствующим ребрам. Таким образом, системе исходных
файлов соответствует связный граф, в котором существует, по
крайней мере, один путь, проходящий через все вершины. Это
очень важно, так как две вершины, связанные ребром могут быть
операндами одной из операций слияния.

В результате решения задачи должен получиться файл свод-
ные затраты, запись которого состоит из полей

1) изделие–узел,
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План

Применяемость
Материальные

затраты

Трудовые
затраты

{изделие-

узел}
{узел-

деталь}

{
}

узел-деталь,
цех

{ }узел-деталь

Рис. 1. Граф связей файлов в задаче расчета стоимости

2) узел–деталь,
3) цех,
4) затраты.
Этот файл содержит всю необходимую информацию для по-

строения отчетов, которые позволят решать различные аналити-
ческие экономические задач.

Получение файла результата возможно посредством реализа-
ции следующего процесса:

1. Выполняется слияние строго упорядоченных файлов тру-
довые затраты и материальные затраты. В результате полу-
чается промежуточный файл tmp1 с той же структурой записи
и строго упорядоченный по тому же множеству ключей. Алго-
ритм формирования записи выходного файла задан следующей
таблицей:

Функция
Выходной файл tmp1 Входные файлы

Поле Трудовые затраты Материальные
затраты

g1

узел–деталь узел–деталь
цех цех
затраты сумма

g2

узел–деталь узел–деталь
цех цех
затраты сумма

g3

узел–деталь узел–деталь
цех цех
затраты сумма+ сумма
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2. Выполняется слияние нестрого упорядоченных файлов
применяемость и tmp1. Файл применяемость переупорядочива-
ется сортировкой по множеству ключей {узел–деталь, изделие–
узел}. В результате получается выходной промежуточный файл
tmp2 с записью R = {узел–деталь, изделие–узел, цех, затра-
ты}, в которой поле затраты вычисляется по формуле:

затраты(tmp2) = количество(применяемость) × затраты(tmp1).

3. Выполняется слияние нестрого упорядоченных файлов
план производства и tmp2, переупорядоченного по множеству
ключей K = {узел–деталь, изделие–узел, цех}. В результате
получается искомый выходной файл сводные затраты, поле
затраты в записи которого вычисляется по формуле

затраты(сводные затраты) = количество(план производства)×
× затраты(tmp2).

Рассмотренный процесс приводит к получению требуемого
результата. Он не идеален, так как требует выполнения двух
сортировок, которые относятся к числу операций с большой
вычислительной сложностью. Кроме того, возможно, что предва-
рительное выполнение операции слияния файлов план производ-
ства и применяемость может уменьшить время последующих
слияний. В дальнейшем будет рассмотрен способ повышения
эффективности реализации процессов обработки файлов за счет
распараллеливания слияния нестрого упорядоченных файлов.

Далее рассматривается теоретико-множественная формализа-
ция понятия процесса обработки файлов. Пусть P — некоторая
задача, решаемая посредством обработки данных, хранящихся
в исходных файлах.

Опр еде лен ие 17. Совокупность S = {X(1)
K(1)

, ... ,X(n)
K(n)

}
исходных файлов для задачи P называется системой исход-
ных файлов, а файл X

(0)
K(0)

, получаемый в результате решения
этой задачи, — результатом.

Для операций слияния двух файлов будет использоваться
обозначение: ω(X1

K1
,X2

K2
). Тогда процесс решения задачи на

системе исходных файлов S можно задать выражением:

X
(0)
K(0)

= ω(X(1)
K(1)

,ω(X(2)
K(2)

,ω(... ,X(n)
K(n)

) ...). (1)
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Очевидно, следует определить условия, при которых возмож-
но существование такого процесса.

Нео бходимо е условие. Ни одна из определенных опе-
раций над файлами не может создать выходной файл, содер-
жащий больше ключей, чем оба исходных файла. То же са-
мое верно и для операций с одним исходным файлом. Следо-
вательно, независимо от последовательности операций, которая
применяется к системе исходных файлов S = {X(1)

K(1)
, ... ,X(n)

K(n)
},

выходной файл не может содержать ключей больше, чем все
файлы системы S вместе взятые. Из сказанного следует, что
для осуществления процесса обработки системы исходных фай-
лов S = {X(1)

K(1)
, ... ,X(n)

K(n)
} с получением выходного файла X0

K0

необходимо, чтобы выполнялось условие

K(0) ⊆
n⋃

i=1

K(i),

т. е. множество ключей выходного файла должно быть подмно-
жеством объединения множеств ключей всех исходных файлов.

До с т а т о ч но е условие. Система исходных файлов S =
= {X(1)

K(1)
, ... ,X(n)

K(n)
} называется связной, если для любой пары

файлов X
(l)
K(l)

∈ S и X
(m)
K(m)

∈ S (1 � l, m � n), существует упоря-

доченная последовательность S′ файлов из S, удовлетворяющая
следующим условиям:

множества ключей любых двух соседних файлов из последо-
вательности S′ имеют непустое пересечение;

множества ключей первого и последнего файлов последова-
тельности S′ имеют непустое пересечение с множествами ключей
файлов X l

Kl
и Xm

Km
соответственно.

Если система S связна, то входящие в нее файлы всегда
можно расположить в таком порядке, что любая пара соседних
файлов будет иметь общие ключи. В этом случае становится
возможным построение выражения по типу выражения (1), т. е.
процесса обработки файлов. Следовательно, для существования
процесса обработки файлов достаточно, чтобы система S исход-
ных файлов была связной.

Очевидно, что множество всех файлов F, с определенной на
нем сигнатурой операций ΩF = 〈сортировка, выборка, сжатие,
слияние строго упорядоченных файлов, слияние нестрого упо-
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рядоченных файлов〉, образует универсальную алгебру. Выраже-
ние (1) рассматривается как алгебраическое выражение в этой
алгебре.

Сформулированные выше необходимое и достаточное условия
завершают построение теоретико-множественной модели для об-
работки файлов.

3. Алгебра многомерных матриц

Алгебра многомерных матриц подробно рассмотрена в [7].
Рассмотрим некоторую совокупность элементов T = ai1...ip , над
которыми определены две операции, одна из которых рассматри-
вается как аддитивная, а вторая как мультипликативная.

Опр еде лен ие 18. p-мерная матрица — это совокуп-
ность элементов ai1...ip , где индексы i1, ... , ip принимают зна-
чения от 1 до nα (α = 1, ... , p) соответственно.

Таким образом, p-мерная матрица содержит n1 × ... × np

элементов. Обозначим многомерную матрицу A = ‖ai1...ip‖. Для
многомерных матриц определяются операции сложения и умно-
жения.

Опр еде ление 19. Суммой двух p-мерных матриц A =
= ‖ai1...ip‖ и B = ‖bi1...ip‖ с одинаковыми наборами индексов
i1, ... , ip называется p-мерная матрица C = ‖ci1...ip‖ с тем же
набором индексов, элементы которой вычисляются по форму-
ле ci1...ip = ai1...ip + bi1...ip .

Пусть даны две матрицы A = ‖ai1...ip‖ и B = ‖bi1...iq‖, p-
и q-мерные соответственно. Разобьем совокупности индексов
i1, ... , ip и i1, ... , iq на четыре группы, содержащие соответствен-
но κ, λ, μ и ν индексов (κ, λ, μ, ν � 0). Причем κ + λ + μ = p,
а λ + μ + ν = q. Обозначим группы индексов как l = (l1, ... , lκ),
s = (s1, ... , sλ), c = (c1, ... , cμ) и m = (m1, ... ,mν). Представим
матрицы A и B в виде A = ‖alsc‖ и B = ‖bscm‖. Индексы групп
s и c в матрицах A и B полностью совпадают.

Определение 20. Матрица C = ‖clsm‖, элементы кото-
рой вычисляются по формуле clsm =

∑
(c)

alsc × bscm, называется

произведением матриц A и B.
Алгоритм реализации этой операции состоит в следующем:
перемножаются все пары элементов, у которых полностью

совпадают значения индексов групп s и c,
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суммируются все произведения с одинаковыми значениями
индексов группы c.

Произведение многомерных матриц называется (λ,μ)-сверну-
тым произведением и обозначается λ,μ(A × B).

Из определения (λ,μ)-свернутого произведения следует, что
для любой пары многомерных матриц можно построить много
различных произведений, подбирая различные значения λ и μ.

Пример 3. Рассмотрим (λ,μ)-свернутое произведение на
примере умножения двух трехмерных матриц.

Пусть дан набор индексов i, j, k, l, размерности которых ni,
nj , nk, nl соответственно. Определим трехмерные матрицы A =
= ‖aijk‖ и B = ‖bjkl‖, тогда

четырехмерная матрица C = ‖Cijkl‖, элементы которой вы-
числяются по формуле cijkl = aijk × bjkl для всех совпадающих
значений индексов j и k,

трехмерная матрица C = ‖Cikl‖, элементы которой вычисля-

ются по формуле cikl =
nj∑

j=1
aijk × bjkl и

двумерная матрица C = ‖Cil‖, элементы которой вычисляют-

ся по формуле cil =
nj∑

j=1

nk∑
k=1

aijk × bjkl,

рассматриваются как различные формы произведения матриц A
и B.

Кроме рассмотренных бинарных операций, в [8] предлагают-
ся три унарные операции: транспонирование, сечение и свертка.
Перечисленные операции составляют сигнатуру алгебры много-
мерных матриц ΩM = 〈транспонирование, сечение, свертка,
сложение, (λ,μ)-свернутое произведение〉.

4. Изоморфизм алгебры файлов и алгебры
многомерных матриц

Гомоморфизм этих алгебр достаточно очевиден.
Пусть файл XK строго упорядочен по множеству ключей

K. Можно установить взаимно-однозначное соответствие между
множеством значений ключа с номером α и конечным множе-
ством натуральных чисел, заключенных между 1 и nα, где nα —
количество экземпляров данного ключа. Таким образом, устанав-
ливается взаимно-однозначное соответствие между множеством
ключей файла XK и совокупностью индексов p-мерной матрицы.

5 Доп. вып.
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Каждому классу эквивалентности файла XK , соответствую-
щему фиксированному экземпляру множества ключей K∗, ста-
вится в соответствие элемент p-мерной логической матрицы,
индексы которого соответствуют K∗, а значение вычисляется по
правилу

xi∗1 ...i∗p =
{
0, если XK∗ = Θ,
1 в противном случае.

В результате каждому файлу XK ставится в соответствие мно-
гомерная логическая матрица X = ‖xi1...ip‖. При таком отображе-
нии нескольким файлам может соответствовать одна и та же ло-
гическая матрица. Над элементами такой матрицы определяются
логические операции дизъюнкции (аддитивная) и конъюнкции
(мультипликативная). Алгебры однотипные, так как сигнатуры
ΩF и ΩM содержат одинаковое число операций. Кроме того,
в обеих сигнатурах три унарные и две бинарные операции.
В [6, 9] доказано, что операциям сортировки, выборки и сжа-
тия файлов соответствуют операции транспонирования, сечения
и свертки многомерных матриц, а операциям слияния строго упо-
рядоченных файлов и слияния нестрого упорядоченных файлов
соответствуют операции сложения и (λ,μ)-свернутого произве-
дения многомерных матриц.

Для доказательства изоморфизма используется механизм
универсальных алгебраических машин. В [3, 5] показано, как
может быть построена универсальная алгебраическая машина
для обработки обычных плоских матриц, не зависящая от типов
элементов. Аналогично может быть построена универсальная ал-
гебраическая машина, реализующая алгебру файлов, независимо
от типов записей. Структурно такая машина в языке Object
Pascal задается как совокупность типов:

1. Типы процедур обработки элементов матриц:
TNull = procedure of object; (обнуление)
TAssign = procedure of object; (присваивание)
TAdd = procedure of object; (Сложение)
TMult = procedure of object; (Умножение)

2. АТД — универсальная матричная машина:
TUniversalMatrixMachine = class (TObject)
Ri, Rj, Rk: word; (регистры индексов)
(указатели на процедуры-операции над элементами
типа:)
EAdd: TAdd;
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EMult: TMult;
ENull: TNull;
EAssign: TAssign;
(инициализация операций над элементами типа:)
procedure Init(_EAdd: TAdd; _EMult: TMult;

_ENull: TNull, EAssign: TAssign);
(операции над абстрактными матрицами:)
procedure MatTransposition; (транспонирование)
procedure MatAdd; (сложение)
procedure MatMult; (умножение)
end;

Подробно эти типы описаны в [3]. Кратко:
TNull, TAssign, TAdd, TMult – типы процедур для операции

построения нейтрального элемента, присваивания, аддитивной
и мультипликативной операций для элементов матриц, которые
будут заданы в объекте-наследнике, реализующем алгебру мат-
риц с конкретным типом элементов;

EAdd, EMult, ENull, EAssign – имена для вызова этих про-
цедур в операциях над матрицами;

MatTransposition, MatAdd, MatMult – процедуры-реализа-
ции операций алгебры матриц (в АТД, реализующем алгебру
многомерных матриц, добавляются процедуры MatCut для опе-
рации сечения и MatConvolve для операции свертки).

Далее рассматриваются два примера реализации операции
сложения записей, которые могут быть использованы в опера-
циях слияния строго упорядоченных файлов или сложения
матриц.

Пример 4. Слияние файлов Трудовые затраты и Мате-
риальные затраты из примера 2. Записи этих файлов имеют
следующие структуры в Object Pascal:

TWorkCost = record
Subassembly_Detail: string [20]; (узел_деталь)
Shop: string [3]; (цех)
WorkCost: single; (трудовые затраты)

end;
TMatCost = record

Subassembly_Detail: string [20]; (узел_деталь)
Shop: string [3]; (цех)
MatCost: single; (материальные затраты)

end;

5*



132 Е.П. Емельченков, Н.А. Левин, В.И. Мунерман

В результате слияния получается выходной файл tmp1 с за-
писями типа:
TCosts = record

Subassembly_Detail: string [20]; (узел_деталь)
Shop: string [3]; (цех)
Costs: single; (затраты)

end;.
Этим файлам соответствуют двухмерные матрицы A, B и C

с неотрицательными действительными элементами, индексы i
и j которых соответствуют ключевым полям Subassembly_Detail
и Shop. Над элементами матриц задана аддитивная операция
«сложение действительных чисел». Значения элементов матриц
задаются правилом

xi∗j∗ =
{
0, если XSubassembly_Detail∗, Shop∗ = Θ,
WorkCost/MatCost/Cost в противном случае.

В этом случае операция сложения элементов задается правилом

C[i, j] := A[i, j] + B[i, j].

Пример 5. Корр ек тир овк а. В этой операции, рассмот-
ренной в примере 1, используются два входных файла (матрицы):
Основной и Корректура. Операция формирует выходной файл
(матрицу) Результат.

Типы записей файлов Основной и Результат одинаковые.
Они содержат ключевые поля K1, ...,Kp и вычисляемые по-
ля F1, ...,Fq. Соответствующие им p-мерные матрицы содержат
структурные элементы (записи) F ∗ типа F = {F1, ...,Fq}. Суще-
ствует специальный (нейтральный) элемент-константа вида E =
= {ε1, ... , εq}, где ε1, ... , εq — нейтральные элементы типов полей
F1, ... ,Fq. Этим файлам соответствуют p-мерные матрицы A и C
элементами типа F , индексы i1, ... , ip которых соответствуют
ключевым полям K1, ... ,Kp. Значения элементов матриц зада-
ются правилом

xi∗1 ...i∗p =
{

E, если XK∗ = Θ,
F ∗ в противном случае.

Тип записи файла Корректура, кроме ключевых и вычисляемых
полей, содержит поле D, принимающее значения из множества
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{0, 1, 2}, т. е. имеет тип FD = {F ,D}. Нейтральный элемент име-
ет вид ED = {ε1, ... , εq, 0}. Этому файлу соответствует матрица
B, значения элементов которой задаются правилом

xi∗1 ...i∗p =
{

ED, если XK∗ = Θ,
FD∗ в противном случае.

В этом случае операция сложения элементов задается правилом
case B[i1, ... , ip].FD.D of

(сохранение записи файла Основной:)
0 : C[i1, ... , ip].F := A[i1, ... , ip].F ;
(замена записи файла Основной на запись файла Кор-

ректура:)
1 : C[i1, ... , ip].F := B[i1, ... , ip].FD.F ;
(удаление записи файла Основной:)
2 : C[i1, ... , ip] := E;

end;
В обоих примерах множествам записей файлов ставились

в соответствие алгебраические структуры с одной бинарной опе-
рацией, которая трактовалась как аддитивная, и нейтральным
элементом — моноиды. Наличие в алгебраической структуре
нейтрального элемента обязательно, поскольку матрица в отли-
чие от файла содержит элементы для всех значений индексов.
Универсальные неопределенные записи, которым соответствуют
нейтральные элементы в матрицах, в физический файл не вклю-
чаются. Для реализации умножения матриц следует строить
алгебраические системы, которые должны включать две опе-
рации, трактуемые как аддитивная и мультипликативная. Эти
системы должны быть, по крайней мере, моноидами по каждой
из операций.

5. Параллельная реализация операций алгебры
файлов

Возможность параллельной реализации операций алгебры
файлов непосредственно следует из доказанного выше изомор-
физма этой алгебры и алгебры многомерных матриц. Паралле-
лизм алгебры матриц (в том числе и многомерных) давно изве-
стен и хорошо изучен. Кроме того, возможна непосредственная
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реализация операций алгебры файлов на параллельных вычис-
лительных системах.

Пример 6. Параллельная реализация операции слияния
нестрого упорядоченных файлов. Пусть файлы XK и YK нестро-
го упорядочены по множеству ключей K. И пусть файл XK

состоит их классов эквивалентности, соответствующих экзем-
плярам K∗

1 , K∗
3 , K∗

4 множества ключей K, а файл YK — из
классов эквивалентности K∗

1 , K∗
2 , K∗

3 . Вычислительная систе-
ма, ориентированная на реализацию операции слияния нестрого
упорядоченных файлов XK и YK , может иметь архитектуру,
подобную показанной на рис. 2.

Рис. 2. Пример архитектуры параллельной вычислительной системы для реа-
лизации слияния нестрого упорядоченных файлов

На рис. 2 P1, P2, P3, P4 — группы, состоящие из одного или
более процессоров, имеющих прямой доступ к памяти, в которой
размещены классы эквивалентности файла XK . При индексно-
последовательной организации файла YK все процессоры одной
группы в каждый момент времени имеют доступ ко всем записям
одного класса эквивалентности этого файла. Такая архитектура
позволяет реализовать (при использовании в качестве внешней
памяти RAD-массивов) несколько уровней параллелизма слия-
ния нестрого упорядоченных файлов.
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Алгебра файлов была также реализована на вычислительной
системе с ассоциативным распределением ресурсов, а модель
представления данных запатентована [10].

Заключение

В предыдущих разделах было показано, что построение изо-
морфных моделей для обработки данных сводится к построению
универсальных алгебраических машин с различными структура-
ми и практически одинаковыми типами.

Операции алгебры матриц (операции структуры) могут быть
реализованы по-разному. Для последовательной обработки плос-
ких матриц — это простые программы, состоящие из двух или
трех циклов. Для многомерных матриц — это гораздо более
сложные программы, использующие динамические структуры
данных, подобные связным спискам. В случае параллельной ре-
ализации это весьма сложные программы, требующие высокого
уровня владения алгоритмизацией и программированием [11].
Поэтому их целесообразно разработать и отладить один раз,
включив затем в специализированные библиотеки операционных
систем. То же самое можно сказать и про операции алгебры
файлов. Операции над элементами, как видно из примеров, на-
против, весьма просты и сводятся к присваиваниям, возможно,
незначительно осложненным условными операторами с простыми
условиями. Поэтому они могут быть легко реализованы в поль-
зовательских программах. Таким образом, легко решаются две
проблемы: автоматизация программирования и кроссплатфор-
менность. Проблема оптимизации процессов обработки данных
требует отдельного исследования. Для решения этой проблемы
необходимо, во-первых, оценить сложность операций над струк-
турами. Например, известно, что при последовательной реали-
зации сложность операций над квадратными матрицами имеет
порядок n2 для транспонирования и сложения и n2 для умно-
жения. Аналогичные оценки легко сделать и для многомерных
матриц. Проблема оценки сложности операций алгебры файлов
рассмотрена в [9]. Очевидно, что она не превосходит сложно-
сти операций над матрицами, поскольку файлы не содержат
универсальных неопределенных записей, которым в матрицах
соответствуют нейтральные элементы. Во-вторых, необходимо
разработать алгоритмы преобразования алгебраических выраже-
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ний с целью оптимизации этих выражений. Некоторые подходы
к оптимизации выражений рассмотрены в [9, 12].

Таким образом, можно утверждать, что предложенный ме-
тод, основанный на алгебраическом и объектно-ориентирован-
ном моделировании, позволяет решить актуальные и сложные
проблемы, возникающие при проектировании систем управления
базами данных.
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