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МНОГОМЕРНАЯ ГЕОМЕТРИЯ
И РАСПОЗНАВАНИЕ ОБРАЗОВ

 

û. à. çÖâåÄêä

 

çËÊÂ„ÓÓ‰ÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂÒËÚÂÚ

 

ÇÇÖÑÖçàÖ à èéëíÄçéÇäÄ èêéÅãÖåõ

 

В предыдущей статье [1] я говорил о математике
как об операционной системе и моделях. Сейчас я
постараюсь рассказать о замечательных простых
математических моделях очень сложных интеллек-
туальных способностей человека, моделях, которые
послужили основой и трамплином для бурного три-
умфального шествия нового раздела науки – рас-
познавания образов. В 1957 году в новой, только в
1948 году провозглашенной Н. Винером науке ки-
бернетике произошло ошеломляющее, получившее
благодаря журналистам широкую огласку, событие:
демонстрация устройства со звучным названием
персептрон [2, 3]. Персептрон распознавал (узна-
вал, различал, опознавал) зрительные образы и обу-
чался этому распознаванию. Он мог узнавать новые
образы, если его, как и нас, людей, этому учили пу-
тем показов. Ранее казалось, что такое умение –
бесспорная прерогатива человека, что только чело-
век с его высоким интеллектом способен к обобще-
нию и формированию абстрактного понятия обра-
за, только он это может и только его можно этому
научить. Оказалось, что это может делать устройст-
во, бездушная машина.

Персептрон имел не только звучное название, он
был на вид прост и загадочен. Его создал Розенблатт,
физиолог по профессии, исходя из современных ему
представлений о конструкции мозга [4], связей меж-
ду слоями его нервных клеток и о самих нервных
клетках, исходя из того, что он сам назвал принци-
пами нейродинамики [5]. Персептрон имел фасет-
чатный глаз, как у стрекозы, состоящий из десяти
тысяч фотоэлементов. Далее шел ящик с лампочка-
ми, отвечающими на показ, и кнопками для сообще-
ния ему, что показывают при обучении, состоящем в
указаниях, правильно ли он, персептрон, распознает
то, что ему показывают. Что внутри ящика, не вид-
но, ящик черный, как в игре “Что? Где? Когда?”.

Но вскоре содержимое ящика стало понятным,
и сотни групп ученых во всем мире стали экспери-
ментировать с персептронами. Уже в начале 60-х го-
дов в нашей стране применили машинное распозна-
вание образов к опознанию нефтеносной местности,
местности, в недрах которой скрыта нефть. Затем с
помощью ЭВМ начали распознавать болезни че-
ловека и делать это подчас лучше, чем сам чело-
век. ЭВМ научилась “читать” печатный и даже ру-
кописный текст и воспринимать текст с голоса,
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обнаруживать неисправности, предсказывать ава-
рийные ситуации и многое, многое другое.

Отдельный конкретный стул мы можем в дета-
лях описать и научить ЭВМ по этому описанию его
узнавать. Но как научить ЭВМ узнавать любой стул,
в том числе и тот, которого мы сами не видели, то
есть каким образом описать образ “стул”? Стул
предназначен для сидения, имеет ножки и спинку.
Но что значит для ЭВМ: “предназначен для сиде-
ния, ножка и спинка”? Это столь же неясно, как и
то, что такое сам стул.

Итак, что такое “объект”, что такое “образ” и
как можно ЭВМ научить “распознаванию образов”,
как можно распознавание использовать для пере-
численных выше вопросов? Могущество математи-
ки состоит в том, что ответы на эти вопросы могут
быть получены, если найдены соответствующие
этим вопросам математические модели, то есть ма-
тематические модели объекта, образа, распознава-
ния и обучения распознаванию. Как только такие
модели станут общим достоянием, ЭВМ будут рас-
познавать не хуже, а может быть, и лучше человека.
Приложения, и самые разнообразные, посыплют-
ся, как горох из мешка, причем не только ожидае-
мые, но и совершенно неожиданные. Ведь персеп-
трон распознавал зрительные образы, а затем ЭВМ
ставила диагнозы болезней, находила скрытые неис-
правности и осуществляла геологическую разведку.

Кажется, что построить эти математические мо-
дели невозможно и уж, во всяком случае, очень
трудно. Будущий врач учится полжизни, чтобы вер-
но ставить диагнозы заболевания, только талантли-
вый химик догадывается о свойствах вещества по
его структурной химической формуле, а мы хотим,
чтобы это делали ЭВМ. Конечно, трудно, даже
очень трудно, потому что эти модели существенно
новые, отличные от привычных нам уравнений, и
мы еще не знаем, как их построить. Нужен взлет,
скачок мысли, и он был бы невозможен, не обладай
человек изобретением своего воображения, назы-
ваемым многомерным пространством. Изобрете-
нием потому, что многомерного геометрического
пространства нет в природе, его изобрел математик.
Изобрести это многомерное пространство в связи с
моделированием распознавания образов очень ма-
ловероятно, пожалуй, невозможно. Идеи многомер-
ного пространства высказывались еще в XVIII веке
И. Кантом и Ж. Д’Аламбером, а многомерная гео-
метрия построена А. Кэли, Г. Грассманом и Л. Шле-
фли в прошлом веке. После этого первоначальные
сомнения и связанная с ними мистика были пре-
одолены, и многомерное пространство стало пло-
дотворным математическим понятием. Многомер-
ное пространство такое же, как наше трехмерное,
но только у него не три координатных оси, а много,
любое число 

 

n

 

. Представить его в нашем трехмер-
ном пространстве нельзя, но вообразить можно: 
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осей координат 
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1
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Ox
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, …, 

 

Ox

 

n

 

, каждая точка 

 

x

 

имеет 

 

n

 

 координат 

 

x

 

1

 

, 

 

x

 

2

 

, …, 

 

x

 

n

 

; плоскость, точнее
гиперплоскость, делит все пространство на две час-
ти; через любые две точки можно провести единст-
венную прямую; конечный отрезок прямой имеет
длину и т.д. Для физиков уже давно стало привыч-
ным рабочим инструментом четырехмерное прост-
ранство с тремя пространственными координатами
и четвертой – временем. Говорят, наш замечатель-
ный геометр Делоне легко представлял себе четы-
рехмерное пространство так же, как мы трехмерное,
и мог в нем производить геометрические построе-
ния. В конце концов, мы же изображаем наше трех-
мерное пространство на двумерных картинах, ри-
сунках и чертежах.

Но вернемся к математическим моделям. Мне
очень трудно перед Вами хитрить, ведь я знаю эти
модели, и они просты, как дважды два – четыре.
Помогают мне хитрить только прошлые воспоми-
нания, когда они были неизвестны и всем казались
недосягаемыми и загадочными. Чувство удивления
и затем восхищения не прошли для меня даром: я
занялся разработкой и приложением идей распоз-
навания образов в медицине. В 1972 году вышла
книга “Распознавание образов и медицинская диа-
гностика” [6], плод труда и энтузиазма математи-
ков, врачей и инженеров. Сейчас возросшие воз-
можности персональных ЭВМ побудили нас на
основе приобретенного опыта к разработке само-
обучающегося, автоматизированного консультанта
врача в постановке диагноза, прогноза течения бо-
лезни, показанности оперативных вмешательств,
выборе метода лечения и др. [7]. Естественно, что
мне хочется, чтобы сейчас эти же чувства удивления
и восхищения посетили и Вас. Итак, требуется опи-
сать на математическом языке, то есть построить,
математические модели объекта, образа, распозна-
вания и обучения.

 

åÄíÖåÄíàóÖëäàÖ åéÑÖãà êÄëèéáçÄÇÄçàü

 

Что такое изображение? Для простоты черно-
белое, такое, как в газете, полученное путем нанесе-
ния или не нанесения на бумагу в определенных ее
местах черных точек. Перенумеруем от 1 до 

 

n

 

 все ме-
ста, где можно ставить черные точки. В 

 

s

 

-м месте
может стоять или не стоять черная точка, это опи-
шем тем, что 

 

x

 

s

 

 = 1 или, соответственно, 

 

x

 

s

 

 = 0. В ре-
зультате любое изображение описывается последо-
вательностью чисел 
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1
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, …, 

 

x

 

n

 

. Аналогично сетчатка
нашего глаза, состоящая из колбочек и палочек,
воспринимает любое изображение как некоторую
последовательность чисел. Еще отчетливей это для
фасетчатого глаза стрекозы. Теперь введем 
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-мерное
пространство 
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 с координатами 
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. Любое
изображение представляется в нем некоторой точ-
кой 

 

x

 

. Если бы изображение состояло только из трех
черных и белых точек, то пространство 
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 и точку –
изображение 
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 можно было бы наглядно нарисо-
вать. Но координат 
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 тысячи и сотни ты-
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сяч. Ну и что? Изобразим его так же, только с 

 

n

 

 ося-
ми и такой же точкой 

 

x

 

 – изображением. Таким
образом, конкретный объект-рисунок – это точка 

 

x

 

в многомерном пространстве 

 

X

 

 всевозможных ри-
сунков.

А что такое образ? Это обобщенное представле-
ние обо всех его конкретных изображениях или не-
что объемлющее все эти изображения, то есть мно-
жество точек 

 

x

 

 в многомерном пространстве 

 

X

 

,
соответствующих всем этим изображениям. Будем
мыслить это множество точек в виде некоторого об-
лака, назвав его, например, 

 

A

 

 (рис. 1). Другому об-
разу будет отвечать другое облако, пусть 

 

B

 

. Напри-
мер, 

 

A 

 

– всевозможные стулья, а 

 

B

 

 – ведра.

Таким образом, строятся математические моде-
ли конкретного изображения и множества изобра-
жений, составляющих образы. Теперь мы можем от-
ветить на вопрос “что такое распознавание
образов?” Это умение выяснить, к какому из обла-
ков 

 

A

 

 или 

 

B

 

 принадлежит точка 

 

x

 

, отвечающая пока-
зываемому изображению – объекту. Как узнать, ле-
жит ли точка 

 

x

 

 в облаке 

 

A

 

 или 

 

B

 

? Ведь нарисовать на
самом деле их нельзя, и пространство 

 

X

 

 воображае-
мое, воображаемые и облака 

 

A

 

 и 

 

B

 

 в нем, да и точка

 

x

 

 тоже, но сделать это все же можно, например, так.
Разделим облака 

 

A

 

 и 

 

B

 

 гиперплоскостью или, если
не выходит, гиперповерхностью 

 

S

 

 (рис. 2). С одной
ее стороны облако 
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, с другой – 
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. Как это сделать?
Фантазия? Вот и нет! Гиперповерхность 

 

S

 

 – это
множество точек, на которых “зануляется” некото-
рая функция 
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, …, 
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). С одной стороны по-
верхности 
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 > 0, с другой 
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 < 0. Так что, напри-
мер, 
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, если 
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< 0, и 
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, если 
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 > 0. Это не
единственный способ, но он очень хороший и дает
нам определенную математическую модель разли-
чия, распознавания образов. Надо только еще на-
учиться находить эту поверхность 

 

S

 

 и ее уравнение
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(

 

x

 

1

 

, 

 

x

 

2

 

, …, 
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) = 0. (1)

Ясно, что найти эту поверхность можно, только
“показывая” точки облаков 

 

A

 

 и 

 

B

 

. Показать сразу
все облако 

 

A

 

 или 

 

B

 

 мы не можем, они воображае-
мые, и точек в них может быть слишком много. Но
показать не очень большие количества точек мно-
жеств облаков 

 

A

 

 и 

 

B

 

 можно, просто перечислив их.

Теперь можно сформулировать, в чем состоит
модель обучения распознаванию образов. Это на-
хождение разделяющей поверхности 

 

S

 

 по конеч-
ным ограниченным показам точек облаков 

 

A

 

 и 

 

B

 

.
(Все время речь шла о распознавании двух образов,
но, умея распознать два, нетрудно распознать лю-
бое их конечное число. Достаточно, например, каж-
дое из множеств отличать от всех остальных. Это не
лучший способ, даже плохой, и можно придумать
лучший, при котором разделяющих поверхностей
требуется много меньше.)

Наша цель достигнута: построены математичес-
кие модели объекта (изображения), образа, распоз-
навания образов и обучения распознаванию обра-
зов. Но все же, как конкретно находить требуемую
разделяющую поверхность, мы не знаем. Тут воз-
можны разные способы, но прежде давайте немного
осмыслим полученные математические модели.
Математические модели – это описания на абст-
рактном математическом языке. Куда уж дальше?
Модели не только абстрактные, но и фантастичес-
кие, воображаемые. Но это не плохо, а, оказывает-
ся, очень хорошо. Хорошо потому, что под эти мо-
дели подходят не только зрительные объекты, но и
звуковые, обонятельные и осязательные, и те пред-
ставления об объектах, которые дают не только на-
ши органы чувств, но и приборы, проще, всё, что
может быть описано или, как говорят, закодировано
числами, а числами может быть закодировано все,
что можно описать словами и любыми значками, то
есть всё, что мы можем знать. Такова всеобъемлю-
щая мощь этих математических моделей. Нужен
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диагноз болезни – пожалуйста, только опишите
больного и дайте достаточно случаев этой болезни,
которые я использую как представителей ее образа.
Нужно узнать, есть ли в глубине земли золото, – по-
жалуйста; в чем неисправность машин – пожалуй-
ста; не раковая ли это клетка – пожалуйста; чей это
почерк – пожалуйста; не жулик ли этот человек –
пожалуйста; будет ли этот человек хорошим водите-
лем автомобиля – пожалуйста; какие свойства у еще
не полученного химического вещества – пожалуй-
ста ... Такова необычайная широта приложений ма-
тематических моделей распознавания образов. 

Теперь, я думаю, Вы готовы узнать, как же найти
разделяющую поверхность, во всяком случае, важ-
ность этого Вам ясна.

 

ÄãÉéêàíå éÅìóÖçàü

 

Выше были описаны математические модели
объекта и образа. Объект – это точка многомерного
пространства его признаков, образ – это множест-
во, облако таких точек. Распознавать образы – это
указывать, к какому из облаков-образов принадле-
жит заданная точка. Обучение показами – это когда
предъявляются какие-то точки 

 

x

 

 и указывается, к
какому из множеств-образов они принадлежат, а в
результате вырабатывается способность опреде-
лять, к какому из множеств-образов принадлежит
новая, в том числе и ранее не показываемая, точка.

Перейдем теперь к вопросу о том, как осущест-
вить обучение показами, с помощью какого алго-
ритма его достигнуть. Как уже говорилось, этого
можно достигнуть путем построения разделяющей
поверхности. Но как ее найти? Об этом и пойдет
речь. Будем искать, например, разделяющую по-
верхность в виде
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) = 0, (2)

где 

 

x

 

 – точка многомерного пространства 

 

X

 

 с коор-
динатами-признаками x1, …, xn, а a1, …, an – неизве-
стные параметры, которые мы хотим подобрать так,
чтобы она была искомой разделяющей, то есть что-
бы для всех точек x ∈  A f(x, a) < 0, а для всех x ∈  B
f(x, a) > 0. Функции ϕs(x1, …, xn) известны и подоб-
раны так, что мы можем надеяться найти требуемую
разделяющую поверхность. Согласно сказанному,
искомые значения  параметров можно
найти из системы неравенств

f(x, a*) < 0 при x ∈  A,

f(x, a*) > 0 при x ∈  B. (3)

Ясная математическая задача поставлена. Одна-
ко как ее решить? Точек x очень много, все не пере-
числишь, параметров as также не мало. Персептрон
Розенблатта делал это следующим образом. Возь-
мем произвольные начальные значения параметров
as, s = 1, 2, …, m, и будем последовательно показы-
вать точки множеств-облаков A и B, указывая каж-
дый раз с помощью величины ξ, к какому из образов

a1* a2* … am*, , ,

A или B она принадлежит. Если ξ = −1, то показыва-
емое x принадлежит A, если ξ = +1, то x ∈  B. При этих
показах одновременно выясняется, а верно ли, в со-
ответствии с условиями (3), распознает объект x пер-
септрон. Если верно, его не трогают. Если неверно,
меняют параметры as в соответствии с формулами

(4)

Дальше за параметры персептрона as принимают
 и показывают следующий объект, и опять либо не

меняют, либо меняют параметры согласно форму-
лам (4). Процесс очень простой и смысл его тоже,
так как при каждой ошибке неверное значение
функции f(x, a) за счет изменения параметров ста-
новится “менее” неверным. Именно:

Поэтому, если f(x, a) > 0 и ξ = −1 (x ∈  A), то f(x, ) <
< f(x, a), а если f(x, a) > 0 и ξ = 1 (x ∈  B), то f(x, ) >
> f(x, a). Трудно поверить, что такой простой алго-
ритм ведет к цели, но это так при весьма общих ус-
ловиях и, самое важное, удачности выбора общего
вида (2) разделяющей функции f(x, a). Удачность
означает принципиальную разрешимость с запасом
неравенств (3). С запасом – это значит, они выпол-
няются не только для некоторого a*, но и всех a, до-
статочно близких к a*.

Достигаемая цель состоит в том, что в описан-
ном процессе персептрон совершает не более, чем
некоторое конечное число ошибок N. Если персеп-
трон уже их совершил, то после этого он уже никог-
да не ошибается, узнавая правильно даже те объек-
ты, которые он никогда ранее не видел и которые
ему не показывали.

Идея доказательства очень проста [8]. Рассмот-
рим изменение величины V, равной

(5)

при совершении персептроном ошибки

Первый член этой суммы отрицателен, так как в силу
ошибки персептрона знаки ξ и Σasϕs = f(x, a) проти-
воположны, а знаки ξ и  одинако-
вы, и по величине неограниченно растет вместе с λ.
Это позволяет выбрать λ так, что убывание величины
V при каждой ошибке персептрона не менее, чем на
q > 0. Из этого и следует конечность числа ошибок,
так как величина V не может стать отрицательной.

as = as ξϕ s+ x1 … xn, ,( ), s = 1 2 … m., , ,

as

f x a,( )        f x a,( ) = as ξϕ s x( ) )ϕs x( )+(  =∑
= f x a,( ) ξ ϕ s

2∑ x( ).+

a
a

V = as λas*–( )2
 $ 0, λ  > 0,∑

∆V = as ξϕ s λas*–+( )2 as λas*–( )2 =∑–∑

= 2λξ asϕs∑ as*ϕs∑–
 
 
 

ϕs
2∑ .+

Σas*ϕs = f x a*,( )
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Есть поговорка: “За одного битого двух небитых
дают”. Раз побили, значит, в чем-то ошибся. Поэто-
му поговорку можно перефразировать и так: “За од-
ного ошибавшегося двух неошибавшихся дают”.
Ученик, чтобы познать новое, должен ошибиться
положенное ему число раз. Поэтому ученику мы
стараемся давать постепенно задачи с разумными
подвохами, так, чтобы, ошибаясь и осмысливая
ошибки, он быстрее поумнел. Высказанным я хочу
обратить Ваше внимание на то, что законы обучения
персептрона и ученика схожи, что в основе обучения
обоих, возможно, лежат общие закономерности
обучения, порождаемые общностью их математиче-
ских моделей, тех самых, о которых я Вам рассказал.
Розенблатт шел от принципов работы мозга, нейро-
динамики, и придумал персептрон. Мы же от пер-
септрона, от его принципа обучения и общих мате-
матических моделей вернулись к человеческому
мозгу. Круг замкнулся, обогатившись новыми зна-
ниями, удивительным фактом о конечности числа
ошибок при обучении, о связи этого предельного
числа ошибок с выбором обучаемой функции f(x, a)
и влиянии на обучение порядка показа представи-
телей образа.

Всеобъемлющая значимость общих абстрактных
моделей математики не только в их конкретных
приложениях, но еще более, пожалуй, в их эвристи-
ческих возможностях. В своей научной деятельности
я столкнулся с рассматриваемыми общими принци-
пами обучения, разрабатывая адаптивные (самообу-
чающиеся) системы управления. Так вот, для убыст-
рения их адаптации и улучшения их работы лучше,
если они в самом начале покажут все свои “фоку-
сы” и нарушения хорошего управления, затем, по-
сле этого, они будут работать надежнее и лучше.

Только столкнув при обучении будущего опера-
тора атомной станции с возможными аварийными
ситуациями, его можно допустить к самостоятель-
ной работе: ошибаться нужно при обучении, а не на
работе. Для этого, конечно, необходимо провести
предварительно большую исследовательскую рабо-
ту не только технической стороны, но и динамики
атомного реактора и станции (создав достаточно
хорошую их математическую модель). И еще: в пла-
не подчеркивания важнейшей эвристической роли
общих абстрактных математических моделей я хотел
бы обратить внимание на то, что понимание общих
моделей обучения наталкивает на мысль о желатель-
ности к своему процессу обучения относиться кри-
тически, оценивая как бы со стороны его результа-
ты и, в зависимости от этой оценки, корректировать
свои дальнейшие действия. Именно эта общая идея
побудила нас в разрабатываемой самообучающейся
системе принятия решений в трудно формализуе-
мых условиях ввести отдельный блок критики. Этот
блок анализирует ошибки и подсказывает коррек-
тивы, которые нужно внести в алгоритм распозна-

вания: расширить описание объекта и как именно,
запросить дополнительные обучающие данные и
какие именно, изменить кодировку признаков, в
каких случаях к ответам алгоритма можно отно-
ситься с полным доверием и в каких нельзя и др.

После высказанных общих соображений о про-
цессе обучения и распознавания укажем, что же
распознавание позволяет получить, например, для
диагностики рака желудка, отделяющей его от дру-
гих, сходных по симптомам, заболеваний: язвы,
полипоза, гастрита, доброкачественной опухоли.
Оказывается, что только по результатам иммуно-
логического анализа крови, дающего девять чисел
x1, x2, …, x9 – количеств в ней разных типов клеток
(лейкоцитов, лимфоцитов, В-лимфоцитов и др.),
можно с достоверностью порядка 98% выяснить,
рак ли это. Диагноз “рак” или “не рак”, зависит от
знака функции f(x, a), равной

f(x, a) = 0,02x1 + 0,207x2 + 0,31x3 + 0,75x4 + 0,618x5 + 

+ 0,154x6 + 0,212x7 + 0,403x8 − 0,492x9 − 0,5,

который легко вычисляется по данным анализа
крови.
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