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1. Введение. Несмотря на то что принцип причинности повсемест-
но используется в физике, он обычно не означает ничего более, кроме
как запаздывание следствия относительно причины воздействия. Од-
нако запаздывание является необходимым, но не достаточным усло-
вием причинной связи (“Post hoc non est propter hoc”). Сами понятия
причины и следствия остаются обычно формально не определенны-
ми. Между тем в простых ситуациях мы легко отличаем причину от
следствия, подразумевая, но не измеряя запаздывание (например, без
всякого измерения запаздывания очевидно причинно-следственное от-
ношение токов в цепях лампы и фотоэлемента). В сложных ситуациях,
в системах с обратными связями, обычное интуитивное понимание
причинности может вести к недоразумениям и ошибкам и очевидно,
что желательна его формализация. Тот факт, что в простых ситуациях
положение причин и следствий очевидно без измерения запаздывания,
говорит о том, что сами эти понятия асимметричны. Задача заключа-
ется в том, чтобы определить эту асимметрию формально и не прибе-
гая к временно́му соотношению, которое должно быть введено после
определения как аксиома. Из решения этой задачи [1], первоначально
мотивированного формализацией идей причинной механики [2], раз-
вился метод причинного анализа, оказавшийся полезным в большом
круге приложений (см. например, работы [3–17]). Метод дал формаль-
ное определение и количественную меру причинности для классиче-
ских переменных, что оказалось плодотворным в построении моделей
сложных систем с обратными связями по экспериментальным данным,
а также в оценке влияния помехообразующих факторов в реальных от-
крытых системах.

Настоящая работа посвящена развитию аналогичного подхода в
квантовой механике, где решение подобных задач представляется не
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менее актуальным. Особо это касается явления квантовой нелокально-
сти, которое с момента своего открытия привлекает к себе внимание
именно необычностью квантовых корреляций с точки зрения принци-
па причинности. Считается, что квантовые корреляции осуществля-
ются мгновенно, но, поскольку нелокальный канал при коммуникации
должен быть обязательно дополнен классическим, нарушение причин-
ности экспериментально неверифицируемо. Применение причинного
анализа должно дать возможность изучить эту ситуацию строгим и до-
статочно универсальным образом. Наконец, применение причинного
анализа актуально для решения конкретных вопросов физики кванто-
вой информации (наиболее четко сформулированных в работе [18]),
касающихся особенностей поведения асимметричных запутанных со-
стояний.

В разделе 2 настоящей работы дается краткий обзор сути форма-
лизма классического причинного анализа, в разделе 3 рассматривается
обобщение причинного анализа на квантовые переменные. В разделе
4 на ряде примеров демонстрируется применение метода к симме-
тричным состояниям, где причинность отсутствует, но, тем не менее,
могут быть получены количественные характеристики смешанных со-
стояний. Раздел 5 посвящен анализу примеров асимметричных сме-
шанных состояний нарастающей сложности, начиная от чисто иллю-
стративного получения меры причинности и кончая нетривиальными
выводами о характере причинной связи в зависимости от внешнего
магнитного поля и температуры. Общие результаты суммируются в
разделе 6.

2. Классический причинный анализ. Рассмотрим классические
переменные А и В , характеризующие соответствующие подсистемы
двухсоставной системы АВ , их шенноновские безусловные и услов-
ные энтропии:

S(A) = −
J∑

j=1

P (Aj) log2 P (Aj);

S(B) = −
K∑

k=1

P (Bk) log2 P (Bk);

(1)

S(A|B) = −
K∑

k=1

P (Bk)
J∑

j=1

P (Aj|Bk) log2 P (Aj|Bk);

S(B|A) = −
J∑

j=1

P (Aj)
K∑

k=1

P (Bk|Aj) log2 P (Bk|Aj),

(2)

где P (Aj), P (Bk) — вероятности j-го (k-го) уровня А и В соответ-
ственно; P (Aj|Bk), P (Bk|Aj) — соответствующие условные вероят-
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ности. Определим безусловную (α) и условную (β) асимметрии

α =
S(B)

S(A)
, 0 6 α 6∞; β =

S(B|A)
S(A|B)

, 0 6 β 6∞, (3)

и функции независимости

iB|A =
S(B|A)
S(B)

, iA|B =
S(A|B)
S(A)

, 0 6 i 6 1. (4)

Смысл функций независимости достаточно прозрачен: при iB|A = 1
B не зависит от А, при iB|A = 0 В является однозначной функци-
ей А. Другими словами, величины 1 − i определяют односторонние
зависимости переменных. Прямая и обратная независимости обязаны
совпадать только в предельном случае, а именно, iB|A = 1⇔ iA|B = 1.

Далее введем функцию причинности γ, описываемую формулой

γ =
iB|A

iA|B
, 0 6 γ 6∞. (5)

Смысл названия легко пояснить реперными значениями γ: при γ = 0 В
является однозначной функцией А, но не наоборот. Можно толковать
это как предельно необратимый процесс A ⇒ B. При γ = 1 А
и В в одинаковой степени зависят друг от друга, что естественно
отождествить с отсутствием причинности. При γ = ∞ А является
однозначной функцией В , но не наоборот. Можно толковать это как
предельно необратимый процесс B ⇒ A.

Рассмотрим пространство параметров α, β, iB|A (γ = β/α экви-
валентно (5)), изображенное на рис. 1. В этом пространстве можно

Рис. 1. Классическая энтропийная диаграмма:
I — нормальная причинность; II — обращенная причинность; J — линия B = const;
—————— — линия однозначных функций; � — линия независимости; ––– — адиабата; • —
взаимно-однозначная точка
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получить классификацию любых типов взаимосвязи А и В , каждая
зависимость изображается точкой. Анализируя предельные случаи и
используя обратимость информации, имеем

I = S(B)− S(B|A) = S(A)− S(A|B), (6)

Легко доказать, что запрещенными являются: 1) область α < 1, γ > 1;
2) область α > 1, γ 6 1; 3) плоскость β = 1, за исключением линии
пересечения с плоскостью α = 1; 4) плоскость α = 1, за исключением
линии пересечения с плоскостью β = 1 и линии пересечения с плоско-
стью iB|A| = 0; 5) плоскость β = 0, за исключением отрезка оси α [0, 1]
и оси iB|A; 6) плоскость α = 0, за исключением оси iB|A; 7) плоскость
iB|A = 0, за исключением линии α = 1 и отрезка оси α [0, 1]; 8) плос-
кость iB|A = 1, за исключением линии γ = 1; 9) плоскость γ = 1, за
исключением оси iB|A, линии iB|A = 1 и линии α = β = 1.

В разрешенном пространстве можно выделить, исходя из смысла
параметров, следующие области:
• область нормальной причинности γ < 1, β < 1, α < 1;
• область обращенной причинности γ > 1, β > 1, α > 1;
• линия В -констант: В = const независимо от А;
• линия однозначных функций: iB|A = 0, β = 0, 0 < α < 1. Здесь

S(B|A) = 0, т.е. В полностью определяется А, но не наоборот;
• линия независимости iB|A = 1, γ = 1;
• взаимно-однозначная точка iB|A = 0, α = β = 1. Здесь S(B|A) =

= S(A|B) = 0;
• адиабата α = β = 1, что соответствует изоэнтропийному про-

цессу.
Этого достаточно для формального определения причинности.
Определение 1. Причиной А и следствием В называются перемен-

ные, для которых γ < 1.
Анализируя смысл величины γ, нетрудно увидеть, что это опре-

деление включает обычное интуитивное понимание причинности (по
крайней мере, имея в виду интуицию физика). В самом деле, если мы
говорим, что А — причина, а В — следствие, то подразумеваем пол-
ностью или частично детерминированную зависимость В от А, при
которой обратная зависимость отсутствует. Это определение позволя-
ет уточнить, что обратная зависимость меньше прямой, и насколько
именно (полное отсутствие обратной зависимости при конечной пря-
мой невозможно). Известны также функциональные и статистические
зависимости, не являющиеся причинными. Мы четко фиксируем этот
класс: γ = 1. Если, изучив статистику произвольно обозначенных
переменных А и В , мы нашли γ > 1, это просто означает, что В
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является причиной, А — следствием. Кроме полной формальности на-
ше определение имеет очевидное преимущество количественной меры
перед общеупотребительной качественной. На теоретических и мно-
гочисленных экспериментальных примерах классических задач (см.,
например, [3–12]) было показано, что такое формальное определение
причинности не противоречит ее интуитивному пониманию в простых
ситуациях и может быть использовано в сложных.

Далее аксиоматически вводится требование запаздывания τ реак-
ции следствия на причину:

γ < 1⇒ τ > 0, γ > 1⇒ τ < 0, γ → 1⇒ τ → 0. (7)

Эта аксиома является принципом сильной (локальной) причинности,
впервые вербально сформулированным Крамером [19].

Отметим, что γ < 1 ⇒ α < 1, γ > 1 ⇒ α > 1 (обратное неверно,
поэтому α не может использоваться для определения причинности).
Это необходимое условие является отображением 7-й теоремы Шен-
нона [20] об убывании энтропий (1) от входа канала А(В) к его выходу
В(А).

Рассмотрим элементарное причинно-следственное звено с причи-
ной А и следствием В с точки зрения обмена информацией. Согласно
теореме о пропускной способности канала при наличии шумов, верх-
ний предел скорости приема информации в В от А

sup vA→B =
1

δt

S(B)− S(B|A)
S(B)

, (8)

где δt – длительность элементарного сигнала, числитель максимизиру-
ется варьированием распределений А. Заменяя (8) нижним пределом
времени и используя (4), имеем

inf tA→B =
δt

1− iB|A
. (9)

Аналогично для обратного перехода

inf tB→A =
δt

1− iA|B
. (10)

По условию γ < 1 ⇔ 1 − iB|A > 1 − iA|B ⇔ tA→B < tB→A. Конеч-
ная разность (10) и (9) означает, что в любой промежуток времени
следствие получает от причины больше информации, чем причина от
следствия. Информационный избыток в следствии означает необрати-
мость потока информации. Тогда время получения информационного
избытка

Δt = δt

(
1

1− iA|B
−

1

1− iB|A

)

. (11)
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Считая, что подсистемы А и В разделены некоторым конечным
эффективным расстоянием Δr, можно определить линейную скорость
необратимого потока информации c2 = Δr/Δt (обозначение следует
работе [2], где впервые, хотя и в менее строгих терминах, вводился
псевдоскаляр хода времени того же смысла):

c2 = k
(1− iA|B)(1− iB|A)
iA|B − iB|A

= k
(1− iB|A/γ)(1− iB|A)
iB|A(1/γ − 1)

, (12)

где k = Δr/δt. Легко видеть, что знак c2 взаимно-однозначно связан с
величиной γ относительно 1:

γ < 1⇔ c2 > 0, γ > 1⇔ c2 < 0, γ → 1⇔ c2 → ±∞, (13)

поэтому можно определить причину и следствие и ввести аксиому,
подобную (7) в терминах c2. Для классического случая обе формули-
ровки полностью эквивалентны.

Аппарат причинного анализа далее был обобщен на причинную
сеть в многосоставной системе [7] и проанализировано влияние на
все параметры (α, β, iB|A, iA|B, γ) различных видов помехообразующе-
го воздействия со стороны неконтролируемого окружения, возможно-
стей иных определений классической энтропии, отличных от шенно-
новского, и расслоенных пространств определения вероятностей [12].
Метод был тестирован на задачах классической электродинамики [3–6]
и на данных разнообразных классических экспериментов (см., напри-
мер, [4–12]).

3. Квантовый причинный анализ. Для квантовых переменных
используется энтропия фон Неймана. Вместо (1) и (2) имеем:

S(A) = −TrρA log2 ρA; S(B) = −TrρB log2 ρB; (14)

S(B|A) = S(AB)− S(A); S(A|B) = S(AB)− S(B), (15)

где ρA = TrBρAB; ρB = TrAρAB; S(AB) = −TrρAB log2 ρAB . Отме-
тим, что, хотя условные энтропии могут быть, в принципе, непосред-
ственно вычислены через условные плотности по аналогии с (2) [21],
практически проще их вычислять косвенным образом согласно (15).

Для запутанных состояний условные энтропии могут быть отрица-
тельны [21, 22]. Поэтому −∞ 6 β 6∞, −1 6 i 6 1, −∞ 6 γ 6∞. В
частности, для двухсоставных чистых запутанных состояний из разло-
жения Шмидта следует α = 1, β = 1, γ = 1, iB|A = iA|B = −1. По срав-
нению с классическим случаем энтропийная диаграмма расширяется
(рис. 2). К двум классическим разрешенным областям С добавляются
четыре квантовых Q:
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Рис. 2. Квантовая энтропийная диаграмма

I C, 0 6 α 6 1, 0 6 β 6 1, 0 6 iB|A 6 1, 0 6 γ 6 1, c2 > 0;
II C, 1 6 α 6∞, 1 6 β 6∞, 0 6 iB|A 6 1, 1 6 γ 6∞, c2 < 0;
IQ, 0 6 α 6 1, 1 6 β 6∞, −1 6 iB|A 6 0, 1 6 γ 6∞, c2 > 0;
IIQ, 1 6 α 6∞, 0 6 β 6 1, −1 6 iB|A 6 0, 0 6 γ 6 1 c2 < 0;
IIIQ, 0 6 α 6 1, −∞ 6 β 6 0, −1 6 iB|A 6 0, −∞ 6 γ 6 0, c2 > 0;
IVQ, 1 6 α 6∞, −∞ 6 β 6 0, 0 6 iB|A 6 1, −∞ 6 γ 6 0, c2 < 0.

На трехмерной диаграмме рис. 2 трудно, однако, точно показать
границы разрешенных областей. Для их указания воспользуемся тем,
что (легко проверить) функцию независимости iB|A можно предста-
вить в виде

iB|A =
β(α− 1)
α(β − 1)

. (16)

В областях IC, IIC и IVQ 0 6 iB|A 6 1, что, согласно (16), при-
водит к системе двух неравенств относительно α, β. Их решения в
виде сечений iB|A = const показаны на рис. 3, а. Разрешенные обла-
сти примыкают к граничным плоскостям. В областях IQ, IIQ и IIIQ
−1 6 iB|A 6 0. Решения соответствующей пары неравенств показа-
ны на рис. 3, б. Разрешенные области отделены от части граничных
плоскостей гиперболическими поверхностями.

На квантовом уровне величина γ недостаточна для различия при-
чин и следствий. Но пользуясь соответствием c2 и γ в обеих класси-
ческих областях и необходимым условием выполнения 7-й теоремы
Шеннона во всех шести областях (c2 > 0 ⇒ α < 1, c2 < 0 ⇒ α > 1),
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Рис. 3. Разрешенные области в сечениях iB|A = const:
a — области IC, IIC и IVQ; b — области IQ, IIQ и IIIQ

можно дать определение причинности, пригодное для квантовых пе-
ременных.

Определение 2. Причиной А и следствием В называются подсис-
темы, для которых c2 > 0.

Тогда принцип (сильной [19]) причинности, охватывающий локаль-
ные и нелокальные корреляции, может быть сформулирован так:

c2 > 0⇒ τ > 0, c2 < 0⇒ τ < 0, |c2| → ∞ ⇒ τ → 0. (17)

Отметим, что квантовые корреляции часто трактуются как мгно-
венные и непричинные. Рассматриваемый подход включает такую
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трактовку, но только как частный случай. В силу параллелизма клас-
сической и квантовой теории информации [22] соотношения (8)–(12)
остаются справедливыми. Дополнительный физический смысл им
придает обоснованная в работе [23] интерпретация запутанности
квантовой системы как ресурса, служащего передаче информации
через нее. Показано [23], что отрицательная условная энтропия —
это “количество информации, которое может быть передано через
подсистемы 1 и 2 от системы, взаимодействующей с 1, к другой си-
стеме, взаимодействующей с 2. Передаточная среда есть квантовая
запутанность между 1 и 2”. Причинность, характеризуемая величи-
ной с2, отражает асимметрию этого процесса (причинность тем более
выражена, чем меньше | с2|).

Хотя определенный в (12) ход времени с2 с точностью до коэф-
фициента k сам по себе представляет интерес, желательно показать
путь его полного определения для естественных процессов. Для это-
го нельзя рассматривать δt только как длительность “элементарного
сигнала”, что уместно только для технического канала. Поскольку δt
в любом случае играет роль некоторого элементарного времени, есте-
ственно положить его [24] временем брахистохронной эволюции. В
случае не зависящего от времени гамильтониана, это время легко вы-
ражается в явном виде:

δt =
~θ
2ω
, (18)

где 2ω — разность наибольшего и наименьшего собственных значений
гамильтониана; θ — длина геодезической (согласно метрике Фабини–
Стади) линии, соединяющей начальное и конечное состояния, если
они ортогональны, то θ = π. В реалистичном гамильтониане ω зависит
от расстояния Δr и величина k становится полностью определенной.
Так, легко показать [1], что при простом кулоновском взаимодействии
k = e2/~, что соответствует оценке порядка величины с2, полученной
в [2] из полуклассических соображений.

В описываемой далее серии примеров, чтобы избежать усложне-
ний, ограничимся расчетами с2 с точностью до k = 1. Только в по-
следнем примере будет дана более полная оценка с учетом δt, которая
является переменной, зависимой от собственных значений гамильто-
ниана (оставляя Δr = 1).

4. Симметричные состояния. Под симметричными двухсостав-
ными состояниями мы понимаем состояния с равными энтропиями
подсистем: S(A) = S(B). В этом случае α = β = γ = 1, |c2| → ∞;
причинность отсутствует (адиабатическая связь состояний). Однако
величина iB|A = iA|B конечна и может быть сопоставлена с мерами
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смешанности, характеризуемыми Trρ2AB или S(AB), и со стандартной
мерой запутанности — согласованностью С [25], равной

C = max(
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4, 0), (19)

где λi — собственное значение матрицы ρρ̃. Матрица перевернутых
спинов ρ̃ определяется как

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy). (20)

Ниже показано, что применение причинного анализа имеет смысл
только для смешанных состояний. Вначале рассматриваются элемен-
тарные системы, когда смешанность возникает в результате вычле-
нения двух подсистем из трехсоставного чистого состояния, затем —
более содержательные ситуации, когда смешанность является резуль-
татом взаимодействия с неконтролируемым окружением. Поскольку
такое взаимодействие ведет к декогеренции, анализ этих ситуаций на-
чнем с основных механизмов декогеренции — деполяризации и дефа-
зирования (диссипация, которая может вести к асимметрии, рассма-
тривается в разделе 5.1). Затем рассматриваются типовые смешанные
состояния в их исходном и асимптотическом виде (после длительной
диссипации системы).

4.1. Чистые состояния. Энтропийная симметрия следует просто
из разложения Шмидта. Рассматриваются произвольные чистые запу-
танные состояния

|Φ >= α|00 > +β|11 > (21)

или
|Ψ >= α|01 > +β|10 >, (22)

где |α|2 + |β|2 = 1. Поскольку состояние чистое — Trρ2AB = 1,
S(AB) = 0, согласованность С меняется в зависимости от соот-
ношения α и β. Но при любых отличных от нуля α и β функция
независимости постоянна: iB|A = −1. Поэтому для чистых двух-
составных состояний причинный анализ не представляет интереса,
поскольку он констатирует лишь их чистоту.

4.2. Состояние Гринберга–Хорна–Цайлингера (ГХЦ). Как из-
вестно, ГХЦ-состояние

|Ψ >=
1
√
2
(|000 > +|111 >) (23)

характерно тем, что несмотря на максимальную запутанность трех
частиц (АВС ), парная запутанность (АВ ) полностью отсутствует и
С = 0. Двухчастичное состояние является смешанным: Trρ2AB =

1
2
,

S(AB) = 1. При этом iB|A = 0. Запутанность отсутствует, но частицы
А и В максимально классически коррелированы.
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4.3.W -состояние.

|W >=
1
√
3
(|001 > +|010 > +|100 >). (24)

Подобно ГХЦ-состоянию, W -состояние является запутанным

трехчастичным состоянием, но парная запутанность C =
2

3
(более

того, состояние (24) и вообще N -частичное W -состояние представля-
ет собой случай попарной и равной запутанности всех N частиц [26]).
Смешанность двухчастичной подсистемы несколько слабее, чем для

ГХЦ-состояния: Trρ2AB =
5

9
, S(AB) = −

1

3
log2
1

3
−
2

3
log2
2

3
≈ 0,918.

Однако, как в случае ГХЦ-состояния, iB|A = 0.

4.4. Деполяризация. Процесс деполяризации сводится к следую-
щему преобразованию в матричных элементах [27, 28]:

|0 >< 0| → (1− p)|0 >< 0|+ p
I

2
;

|1 >< 1| → (1− p)|1 >< 1|+ p
I

2
;

|1 >< 0| → (1− p)|1 >< 0|;
|0 >< 1| → (1− p)|0 >< 1|,

(25)

где 0 6 p 6 1 — степень декогеренции. Возьмем в качестве исходного
состояния синглет

|Ψ− >=
1
√
2
(|01 > −|10 >) (26)

и положим, что деполяризации подвержена только вторая частица (В ).
Деполяризованная плотность

ρAB =
1

2

(p
2
|00 >< 00|+

(
1−
p

2

)
|01 >< 01|+

p

2
|11 >< 11|+

(
1−
p

2

)
|10 >< 10| − (1− p)|01 >< 10| − (1− p)|10 >< 01|

)
. (27)

Редуцированные плотности, несмотря на то что деполяризовалась
только одна частица, равны, т.е. система симметрична:

ρA = ρB =
1

2
(|0 >< 0|+ |1 >< 1|). (28)

Находя собственные значения, получаем

S(AB) = −
3p

4
log2
p

4
−
(
1−
3p

4

)
log2

(
1−
3p

4

)
; (29)

S(A) = S(B) = 1. (30)
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Рис. 4. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от степени деполяризации p
состояния (26)

Функция независимости равна

iB|A = S(AB)− 1, (31)

согласованность

C = max
(
1−
3p

2
, 0
)
. (32)

На рис. 4 показана зависимость iB|A, С , Trρ2AB от p. Видно, что в
зависимости от степени декогеренции iB|A меняется в полном диапа-
зоне от −1 при p = 0 до +1 при p = 1 (полной деполяризации), когда
корреляция подсистем полностью исчезает. Независимость увеличи-
вается согласно увеличению смешанности в обеих мерах (для S(AB)
— точно пропорционально) и уменьшению согласованности. Наиболее

интересно, что имеется интервал
1

4
< p <

2

3
, где iB|A > 0 и С > 0. В

этом интервале система в энтропийном смысле представляется клас-
сической [18], но тем не менее является запутанной.

4.5. Дефазирование. Процесс дефазирования дает только преобра-
зования [27, 28]:

|1 >< 0| → (1− p)|1 >< 0|;
|0 >< 1| → (1− p)|0 >< 1|.

(33)

Состояние (26) после дефазирования частицы В

ρAB =
1

2
(|01 >< 01|−(1−p)|01 >< 10|−(1−p)|10 >< 01|+|10 >< 10|).

(34)
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Рис. 5. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от степени дефазирования p
состояния (26)

Вновь справедливы соотношения (28), (30) и (31), но

S(AB) = −
(
1−
p

2

)
log2

(
1−
p

2

)
−
p

2
log2
p

2
; (35)

С = 1− p. (36)

Поэтому при полном дефазировании iB|A = 0, т.е. подсистемы оста-
ются классически максимально коррелированными. При частичном
дефазировании С и отрицательная iB|A являются равноправными ха-
рактеристиками квантовой коррелированности (рис. 5).

4.6. Белловские диагональные состояния. Исходные белловские
диагональные состояния определяются как

ρAB = p1|Φ
+ >< Φ+|+p2|Φ

− >< Φ−|+p3|Ψ
+ >< Ψ+|+p4|Ψ

− >< Ψ−|,
(37)

где

|Φ± >=
1
√
2
(|00 > ±|11 >); |Ψ± >=

1
√
2
(|10 > ±|01 >). (38)

По-прежнему справедливы (28), (30) и (31), но

S(AB) = −
4∑

i=1

pi log2 pi; (39)

C = max(2max{pi} − 1, 0). (40)

Поведение iB|A, С и Trρ2AB при выборе p4 = p, p1 = p2 = p3 = (1−p)/3
показано на рис. 6. Видно, что iB|A отражает смешанность состояния,
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Рис. 6. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от p = p4 исходного белловского
диагонального состояния (37)

достигая 1 при равенстве всех pi. Но более важно, что имеется интер-
вал 0,5 < p < 0,81, где iB|A > 0 и С > 0. На этом интервале система
запутана, несмотря на энтропийную классичность.

Теперь рассмотрим диссипацию состояния (37) в присутствии об-
щего термостата. Известно, что вопреки ранее принятым взглядам
диссипация может не сводиться к декогеренции, а, напротив, играть
конструктивную роль в возникновении запутанности [29–36]. Следуя
работе [34], положим, что кубиты представляют двухуровенные ато-
мы, расположенные близко по сравнению с длиной волны. Диссипа-
ция происходит за счет спонтанной эмиссии фотонов, которые име-
ют существенную вероятность поглотиться соседним атомом. В [34]
решается уравнение динамики матрицы плотности и подробно анали-
зируются асимптотические решения t → ∞ для различных исходных
состояний. В частности, асимптотическая матрица плотности при ис-
ходном состоянии (37) имеет вид

ρasAB =












0 0 0 0

0
p4

2
−
p4

2
0

0 −
p4

2

p4

2
0

0 0 0 1− p4












. (41)
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Отсюда
S(AB) = −p4 log2 p4 − (1− p4) log2(1− p4); (42)

S(A) = S(B) = −
p4

2
log2
p4

2
− (1−

p4

2
) log2(1−

p4

2
); (43)

iB|A =
S(AB)

S(A)
− 1; (44)

C = p4. (45)

Конструктивная роль диссипации заключается в том, что даже когда
исходное состояние сепарабельно (С = 0), оно асимптотически запу-
тано во всем диапазоне конечных p4. На рис. 7 показано, что функция
независимости в этом случае не отражает степени смешанности, как в
предыдущих случаях, а является нелинейным отображением согласо-
ванности. При этом iB|A 6 1, т.е. система коррелированна при любых
p4 (max iB|A = 1 достигается при p4 = 0). На интервале 0 6 p4 < 0,67
iBA > 0 система классична при довольно сильной запутанности.

4.7. Состояния Вернера. Исходные состояния Вернера

ρAB = p
I

4
+ (p− 1)|Φ+ >< Φ+| (46)

представляют деполяризованный триплет, для которого так же, как для
синглета, справедливы выражения (28)–(32) и рис. 4.

Рис. 7. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от p = p4 асимптотического
белловского диагонального состояния (41)
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Рассмотрим результат процесса диссипации, описанного в преды-
дущем разделе, состояния (46). Согласно [34] в асимптотическом пре-
деле t→∞ имеем

ρasAB =













0 0 0 0

0
p

8
−
p

8
0

0 −
p

8
−
p

8
0

0 0 0 1−
p

4













, (47)

откуда

S(AB) = −
p

4
log2
p

4
−
(
1−
p

4

)
log2

(
1−
p

4

)
; (48)

S(A) = S(B) = −
p

8
log2
p

8
−
(
1−
p

8

)
log2
p

8
; (49)

C =
p

4
. (50)

На рис. 8 показано, что асимптотическое диссипированное состояние
Вернера радикально отличается от исходного — оно не только запута-
но при любом p > 0, но согласованность растет с ростом p: чем менее
запутано исходное состояние (включая его полную сепарабельность),
тем более запутано диссипированное. При этом iB|A положительна

Рис. 8. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от p асимптотического состояния
Вернера (47)
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(классична) при любом p (max iB|A ≈ 0,819 при p = 0;min iB|A ≈ 0,493
при p = 1), уменьшение iB|A при росте p почти линейно отображает
увеличение запутанности. Примечательно, что это уменьшение iB|A и
рост С происходят практически пропорционально увеличению сме-
шанности.

4.8. Максимально запутанные смешанные состояния. В работе
[37] обосновано предположение, что при фиксированном Trρ2AB мак-
симально запутанным является состояние

ρAB =














h(δ) 0 0
δ

2

0 1− 2h(δ) 0 0

0 0 0 0

δ

2
0 0 h(δ)














; h(δ) =






1

3
, δ ∈

[

0,
2

3

]

;

δ

2
, δ ∈

[
2

3
, 1

]

.

(51)
Отсюда

S(AB) = −(1− 2h) log2(1− 2h)−

−
(
h−
δ

2

)
log2

(
h−
δ

2

)
−
(
h+
δ

2

)
log2

(
h+
δ

2

)
; (52)

S(A) = S(B) = −h log2 h− (1− h) log2(1− h); (53)

iB|A определяется соотношением (44); согласованность

C = δ. (54)

На рис. 9 показана зависимость iB|A, С , Trρ2AB от δ; iB|A меняется
от +0,725 при δ = 0 до −1 при δ = 1, и ее уменьшение в целом,

отражает уменьшение смешанности. При этом в интервале 0 < δ <
2

3
iBA > 0 при С > 0, т.е. состояние запутано, несмотря на энтропийную
классичность.

Согласно решению, полученному в [34], асимптотический резуль-
тат диссипации (51)

ρasAB =















0 0 0 0

0
1

4
(1− 2h) −

1

4
(1− 2h) 0

0 −
1

4
(1− 2h)

1

4
(1− 2h) 0

0 0 0
1

2
+ h















. (55)
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Рис. 9. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от δ исходного максимально
запутанного смешанного состояния (51)

Отсюда

S(AB) = −
(1
2
+ h
)
log2

(1
2
+ h
)
−
(1
2
− h
)
log2

(1
2
− h
)
; (56)

S(A) = S(B) = −
(1
4
−
h

2

)
log2

(1
4
−
h

2

)
−

−
(3
4
+
h

2

)
log2

(3
4
+
h

2

)
; (57)

iB|A определяется соотношением (44); согласованность

C =
1

2
(1− 2h). (58)

На рис. 10 показано, что диссипированное максимальное запутан-
ное смешанное состояние характеризуется совершенно иной зависи-
мостью С от δ, поэтому при любых δ оно более запутано, чем исход-
ное. В энтропийном же смысле в результате диссипации система стала
классической (0,571 6 iB|A 6 1 при всех δ). В противоположность
исходному состоянию функция независимости меняется обратно сте-
пени смешанности. В пределе чистого состояния δ → 0 S(AB)→ 0,
Trρ2AB → 1, но также S(A) = S(B)→ 0, поэтому iB|A = iA|B → 1.
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Рис. 10. Зависимость iB|A (1), C (2) и Trρ2AB (3) от δ асимптотически макси-
мально запутанного смешанного состояния (51)

По соотношению независимости, согласованности и смешанно-
сти асимптотическое максимально запутанное состояние качественно
близко к асимптотическому состоянию Вернера.
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