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Запропоновано метод, заснований на 
використанні системи штучних нейронних 
мереж з фрактальною структурою, якій 
дозволяє поліпшити якість рішення задач 
класифікації
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Предложен метод, основанный на исполь-
зовании системы искусственных нейронных 
сетей с фрактальной структурой, позво-
ляющий улучшить качество решения задач 
классификации
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The method based on the use of system of 
artificial neuron networks with a fractal struct-
ure is offered. It allows to improve the quality of 
decision of the tasks of classification
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1. Введение

Многие проблемы управления, с которыми сталки-
ваются в настоящее время инженеры и исследователи, 
подразумевают решение задач идентификации для 
сложных, нелинейных и многосвязных объектов. По-
лучение моделей таких объектов хорошо разработан-
ными и описанными методами синтеза [1,2] сопряжено 
с рядом принципиальных трудностей, среди которых 
следует отметить:

1) неопределённость и недостаточность знаний об 
исследуемой системе, получение которых сопряжено 
со значительными трудностями экономического ха-
рактера или же вопросами безопасности;

2) полученные классическими методами модели 
могут быть чрезмерно сложны в практическом исполь-
зовании или же не могут быть получены вовсе;

3) значительная часть информации об исследуемой 
системе может находиться в виде экспертных данных 
или в виде эвристического описания процессов функ-
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ционирования, что затрудняет её выражение матема-
тическими зависимостями.

Указанные трудности получения моделей встреча-
ющихся в практике управления объектов обусловили 
появление ряда новых подходов к решению подобных 
трудно формализуемых задач. Одним из таких пер-
спективных и многообещающих подходов является 
использование специальных структур, названных ис-
кусственными нейронными сетями (ИНС) и состоя-
щих из элементов, имитирующих основные свойства 
своих прототипов – биологических нейронов.

2. Актуальность проблемы

Необходимо отметить, что использование ИНС во 
многих случаях позволяет обойти или сгладить про-
блемы, связанные с указанными выше трудностями. 
Однако, синтез самих нейросетевых моделей изучае-
мого объекта представляет собой достаточно сложную 
самостоятельную задачу, описанию и решению кото-
рой посвящены многочисленные работы специалистов 
в области управления. 

С математической точки зрения синтез нейронной 
сети рассматривается как решение некоторой опти-
мизационной задачи – поиска такого состояния сети, 
в котором минимизируется некая функция ошибки ε
, вычисляемая на основании имеющегося в распоря-
жении исследователя множества данных (обучающей 
выборки), которую можно представить в виде [3,4]:

ε = −( )
=
∑ Ω j

t j j

j

k

W z y( , )
2

1

, 	 (1)

где W  – стояние сети (все весовые коэффициенты 
всех нейронов, входящих в сеть); Wt –текущее со-
стояние сети; Ω : z y⇒  – отображение, реализуемое 
нейронной сетью; k – количество примеров в обуча-
ющей выборке; y j  – требуемое значение выхода для j
- го примера; z j  – входной вектор для j  - го примера. 
Таким образом, ошибка обучения сети ε , появляю-
щаяся в некотором состоянии Wt , представлена как 
сумма квадратов ошибок для всей обучающей вы-
борки. Если сеть работает безошибочно, то ε = 0 , а 
для обученной сети ε → min . Таким образом, задача 
обучения нейронной сети сводится к задаче поиска 
экстремума-минимума функции ошибки (1) в про-
странстве состояний W .

Однако, несмотря на многочисленные и хорошо 
разработанные методы оптимизации, получаемые в 
форме ИНС модели изучаемого объекта не всегда 
адекватны и приемлемы для практического исполь-
зования. Основная причина такой ситуации очевидна 
– модель синтезируется на основании обучающего 
множества данных, которое в подавляющем большин-
стве случаев, и особенно в условиях малой выборки, 
не отражает всех характеристик исследуемой системы. 
Фактически, обучающая выборка не всегда достаточно 
информативна.

Другой важной причиной, по которой получаемые 
нейросетевые модели не всегда хорошо отражают дей-
ствительность, являются недостатки самих алгорит-
мов синтеза. Например, широко известный алгоритм 
обратного распространения ошибки (Back Propagation), 
фактически является итеративным градиентным ал-

горитмом обучения многослойной нейронной сети без 
обратных связей, т.е. гарантирует поиск локального, а 
не глобального, экстремума функции ошибки. Суще-
ствуют также многочисленные модификации данно-
го алгоритма, подробно изложенные в работах [3,4], 
направленные на увеличение скорости его работы и 
улучшение некоторых других характеристик. Однако, 
предлагаемые различными исследователями модифи-
кации в основном позволяют, и довольно значительно, 
улучшить различные характеристики только самого 
алгоритма, реализующего метод синтеза. Однако, при 
этом получаемой модели присущи те же недостатки, о 
которых было сказано ранее.

Ещё одной проблемой синтеза ИНС является вы-
бор структуры сети для решения конкретной задачи, 
основная суть которой заключается в следующем. Бо-
лее полувека назад известный русский учёный А.Н. 
Колмогоров показал возможность представления не-
прерывных функций нескольких переменных в виде 
суперпозиции непрерывных функций одного перемен-
ного и сложения [5]. На результатах этой работы ба-
зируются практически все последующие работы, свя-
занные с теоретическим анализом нейронных сетей. В 
частности, в своей известной работе [6] Хехт-Нильсен 
обобщил полученный А.Н. Колмогоровым результат 
применительно к нейронным сетям. Основной ре-
зультат этого обобщения – возможность реализации 
произвольной функции нейронной сетью [3,4]. В этой 
работе он показал, что для любой обучающей выборки 
существует двухслойная однородная (с одинаковыми 
функциями активации каждого нейрона) нейронная 
сеть первого порядка с последовательными связями 
и с конечным числом нейронов, которая реализует 
отображение Ω , выдавая на каждый входной сигнал 
правильный выходной сигнал. Фактически, отобра-
жение Ω  может быть построено уже с помощью двух-
слойной нейронной сети. Проблема заключается в том, 
что теорема Хехт-Нильсена не может использоваться 
в качестве метода синтеза нейронной сети и является 
только лишь теоремой существования. В ней не за-
ложена методика определения числа нейронов в сети 
и весов связей между ними для некоторой конкретной 
обучающей выборки.

Подобная ситуация приводит к тому, что при син-
тезе сети разработчик должен решить ряд задач, среди 
которых необходимо выделить следующие:

1) выбрать вид соединения нейронов между собой 
внутри сети, т.е. определить её топологию;

2) определить общее число нейронов в сети и рас-
пределить их по слоям;

3) определить функции активации для каждого 
нейрона в сети;

4) доказать работоспособность полученной ИНС.
Если решение последних двух задач во многих слу-

чаях не вызывает затруднений, то решение первых двух 
зависит как от наличия априорной информации о мо-
делируемой системе (что далеко не всегда имеет место), 
так и от опыта, интуиции и искусства разработчика.

Такая ситуация обусловливает необходимость раз-
работки новых методов синтеза ИНС, которые могут 
обеспечить требуемое качество обучения и должны 
иметь преимущества над методами существующими, 
а также удовлетворять требованиям практического 
использования – времени обучения, простоте реали-
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зации, ограничениям по вычислительным ресурсам 
и т.п. Это – актуальная проблема, не имеющая на 
данный момент удовлетворительного для ряда задач 
решения.

3. Цели и задачи

Принимая во внимание актуальность рассматри-
ваемой проблемы, а также связанные с ней и рассмо-
тренные выше недостатки существующих подходов 
к получению нейросетевых моделей, определим цель 
данной работы как разработку новых методов синтеза 
ИНС, позволяющих избежать указанных трудностей и 
формализовать процесс синтеза.

Решение ряда задач синтеза, в частности синтез 
топологии сети рассмотрен ранее [7,8] автором данной 
работы на примере задачи классификации, в резуль-
тате чего предложен метод синтеза топологии сети, 
позволяющий формировать её структуру в процессе 
итерационного вычисления самоподобной логической 
функции – метод формирования фрактальной струк-
туры (ФФС). Основным достоинством предложенного 
метода является практическая возможность обнару-
жения глобального экстремума-минимума функции 
ошибки (1) для любой обучающей выборки.

Подход, предложенный в работах [7,8], позволяет 
снять проблему определения межнейронных соедине-
ний внутри сети и выбора числа используемых нейро-
нов, отличается простотой реализации, высокой ско-
ростью работы, наглядностью и очевидной физической 
интерпретацией получаемого результата. В дополне-
ние к этому, метод представляет собой чётко формали-
зованный на основе математической модели процесс 
синтеза, в результате которого гарантированно дости-
гается экстремум-минимум функции ошибки (1).

Однако, несмотря на ряд преимуществ, данный 
метод решает только проблему синтеза топологии сети 
и обнаружение минимума функции ошибки. К сожа-
лению, для практического использования получаемых 
методом ФФС сетей этого недостаточно. Дело в том, 
что получаемая при этом ИНС достаточно грубо ап-
проксимирует границу области пространства, занима-
емую искомым классом, что приводит к значительно-
му числу ошибок при использовании сети для данных, 
не входящих в обучающую выборку. В связи с этим 
автором данной работы предложено развитие данного 
метода [9] на основе объединения всех отдельно по-
лученных методом ФФС сетей в единую структуру, 
которая названа кооперативной нейросетевой струк-
турой. Каждая входящая в структуру сеть вносит свою 
равнозначную часть в решение о принадлежности 
предъявляемого образа искомому классу, а отдельный 
нейрон, реализующий функцию объединения, вычис-
ляет долю положительных решений и сравнивает её с 
пороговым значением.

Такой подход обладает рядом достоинств, что по-
зволяет значительно улучшить качество и достовер-
ность классификации. Другим важным достоинством 
метода является возможность его успешного исполь-
зования для малой обучающей выборки, что подробно 
изложено в работе [9].

Однако, в некоторых случаях граница области, 
занимаемой искомым классом, также получается не-

допустимо изрезанной, что иногда приводит к невоз-
можности использовать полученную ИНС в практи-
ческих целях, особенно в случаях, когда требуется 
классификация образов, находящихся близко к этой 
границе. В связи с этим становится очевидной не-
обходимостью дальнейшее совершенствование пред-
ложенных ранее методов и их практическая проверка, 
что будем рассматривать как основные задачи данной 
работы.

4. Развитие метода

Результатом использования метода, описанного в 
работах [7,8], является структура, состоящая из ней-
ронов двух типов.

1. Первый тип нейрона, принадлежащий всегда 
первому слою нейронной сети, реализует разделение 
элементов выборки гиперплоскостью.

2. Второй тип нейрона, реализующий вычисление 
логической функции специального вида:

L x x x x xi i i i i( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅γ ϕ γ ψ , 	 (2)

где xi  – входной вектор, γ  – результат нейрона 
первого типа, ϕ  и ψ  – функции ошибок.

Таким образом, первый слой получаемой сети со-
стоит из нейронов с пороговой функцией активации, 
все последующие слои состоят из специального «ло-
гического» нейрона, который возможно представить в 
нейросетевом базисе – операцией взвешенного сумми-
рования нескольких входных сигналов и последующее 
преобразование полученной суммы с использованием 
функции активации.

Действительно, представим логическую функцию 
(2) в виде элементарных логических операций – логи-
ческого «И», логического «ИЛИ» и логического «НЕ». 
В этом случае логический нейрон можно представить 
в виде простейшей нейросетевой структуры, пока-
занной на рис. 1. Структура содержит два нейрона, 
реализующих логическую функцию «И», один нейрон, 
реализующий логическую функцию «ИЛИ» и один 
нейрон, реализующий логическую функцию «НЕ». 
Таким образом, возможность реализации логического 
нейрона в нейросетевом базисе сводится к возможно-
сти представить указанные элементарные логические 
операции в этом базисе.
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« » 

« »  

 

 

Рис. 1. Представление логического нейрона в виде сети 
с нейронами, реализующими элементарные логические 

операции
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Рассмотрим способы реализации элементарных 
логических операций, используя в качестве актива-
ционной функции нейрона пороговую функцию Φ( )x  
- функцию Хевисайда:

Φ( )
,

,
x

x

x
=

≥
<





1 0

0 0
. 	 (3)

Представимость логической операции «И» для 
двух входов в нейросетевом базисе сводится к суще-
ствованию коэффициентов wi  таких, что выполняет-
ся неравенство:

w w w1 2 0 0γ ϕ+ + ≥ . 	 (4)

Очевидно, что для логического «И» можно подо-
брать бесконечное число решений, однако мы примем 
в качестве решений следующие значения коэффициен-
тов: w0 1= − ; w1 1 2= ; w2 1 2= . Легко проверить, что при 
таких значениях wi  для значений γ = 1  и ϕ = 1  актива-
ционная функция Φ( )x  также равна единице, что со-
ответствует таблице истинности для логического «И». 

Аналогичным образом можно представить и логи-
ческую операцию «ИЛИ», для чего значения коэффи-
циентов можно принять следующими: w0 1= − ; w1 1=
; w2 1= . В этом случае активационная функция Φ( )x  
равна единице, если γ = 1  или ϕ = 1 , что соответству-
ет таблице истинности для логического «ИЛИ».

Для логической операции «НЕ» выражение (4) за-
писывается в виде:

w1 0γ ≥ . 	 (5)

Для реализации логического «НЕ» примем значе-
ния коэффициента w1 1= − . Очевидно, что значение 
активационной функции Φ( )x  противоположно зна-
чению входа, т.е. реализуется требуемая логическая 
операция.

Обобщая выше изложенное, можно записать функ-
цию логического нейрона в нейросетевом базисе:

y = + −





+ − + −





−








Φ Φ Φ Φγ ϕ γ ψ

2 2
1

2 2
1 1

( )
. 	 (6)

Таким образом, введённое понятие логического 
нейрона легко выражается через операции, допусти-
мые в нейросетевом базисе и для каждого нейрона сети 
используется пороговая функция активации вида (3).

К сожалению, для многочисленных прикладных 
задач входные данные могут быть неточными и некор-
ректно представленными. Это приводит к трудностям 
при использовании основанных на них моделях. На-
пример, разделение неточных данных на основе по-
роговой функции активации в большинстве случаев 
приведёт к грубому либо неадекватному решению. 
Учитывая это, желательно вместо пороговой актива-
ционной функции использовать функцию, значение 
которой можно рассматривать как вероятность того 
или иного решения. В качестве такой функции целесо-
образно использовать сигмоид, т.е. функцию вида:

f x
e bx( ) =

+ −

1
1

, 	 (7)

принимающую значения в диапазоне от 0 до 1, 
график которой показан на рис. 2 для различных зна-
чений коэффициента b . Коэффициент b  определяет, 
насколько быстро и на каком интервале функция из-
меняет значение от 0 до 1, и в случае b → ∞  функцию 

(7) можно рассматривать как пороговую функцию. 
Таким образом, используя коэффициент b , можно 
управлять свойствами синтезируемой нейросетевой 
структуры.

Рис. 2. График функции вида (7) для различных значений 
коэффициента b

5. Практические результаты

Рассмотрим, каким образом замена пороговой 
активационной функции входящих в сеть нейронов 
функцией вида (7) влияет на решения. Как и в рабатах 
[7-9], будем рассматривать задачу классификации, а 
для наглядности результата ограничимся размерно-
стью входного вектора, равной двум N =( )2  и двумя 
классами, так как это позволяет легко визуализиро-
вать результаты и обобщить их на пространство боль-
шей размерности. Таким образом, входной сигнал для 
нейронной сети рассматривается как точка на плоско-
сти с координатами ( , )x y .

Замена пороговой активационной функции на 
функцию вида (7) вносит отличие в оценку принад-
лежности предъявляемого ИНС образа к одному из 
классов. В случае, если используется сеть с коопера-
тивной структурой [9] и пороговой функцией актива-
ции входящих в неё нейронов, решение принимается 
на основе сравнения доли P  сетей, принявших по-
ложительное решение, с некоторым пороговым значе-
нием P0 :

P
S
K

= , 	 (8)

где S -число положительных решений, K -число 
подсетей, входящих в единую кооперативную струк-
туру.

Если же в качестве активационной функции ней-
ронов используется сигмоид, то каждая из входящих в 
единую структуру сеть принимает решение о принад-
лежности образа с некоторой вероятностью. Выходной 
сигнал всей ИНС следует рассматривать как вероят-
ность принадлежности предъявляемого образа иско-
мому классу, вычисленную на основании результатов 
входящих в неё подсетей. Это приводит к некоторому 
изменению границы области, занимаемой элементами 
искомого класса и определяемой нейронной сетью, что 
хорошо видно на рис. 3(б).

Обучающая выборка на рисунке показана геоме-
трическими фигурами – прямоугольниками и окруж-
ностями, изображающими различные классы. Закра-



37

Системы управления

шенный элемент означает, что нейронная сеть после 
обучения отнесла его к искомому классу. Затемнённая 
область на рисунке соответствует области, занимае-
мой искомым классом, и найдена путём полного пере-
бора всех возможных точек в границах изображения и 
их классификации нейронной сетью.

а)                                     б)
Рис. 3. Пример обучающей выборки (а) и граница области 

искомого класса (б)
Анализ данного примера позволяет заметить, что 

область искомого класса, полученная ИНС с порого-
выми функциями активации нейронов, показанная 
тёмным цветом, имеет на некоторых участках изре-
занную границу. В случае использования той же ИНС 
с сигмоидной функцией активации для входящих в 
неё нейронов граница области, выделенной светлым 
тоном, гладкая. На рис. 4. для этой же сети показано 
градиентное изображение, на котором более тёмным 
цветом выделена меньшая вероятность принадлежно-
сти точки искомому классу.

Рис. 4. Градиентное изображение области, занимаемой 
искомым классом

Таким образом, использование другой активаци-
онной функции для составляющих сеть нейронов по-
зволяет сгладить границу области, занимаемой эле-
ментами искомого класса, что делает использование 
полученной сети предпочтительным для некоторых 
практических приложений.

6. Выводы

На основании изложенного в работе материала, 
можно утверждать, что для описанного класса задач:

1. Замена пороговой активационной функции каж-
дого входящего в сеть нейрона на сигмоидальную 
функцию (7) позволяет улучшить качество класси-
фикации образов, особенно для случаев, когда они 

находятся близко к границе областей, занимаемых 
различными классами.

2. Показана возможность представления использу-
емых в структуре сети специальных логических ней-
ронов в нейросетевом базисе – операцией взвешенного 
суммирования и нелинейного преобразования резуль-
тата, что доказывает эквивалентность синтезируемых 
структур классическим нейронным сетям.

3. Предложенный метод дополняет ранее изложен-
ные в работах [7-9] методы синтеза нейронных сетей и 
позволяет на данной основе формализовать получение 
нейросетевых структур для решения задач классифи-
кации.
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